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Abstract

The energy loss processes in non-equilibrium media, which can change in workmanlike manner the form, shape and
quality of nonlinear structures are discussed. It is shown, in media, where condition of modulation instability of
mature structures is fulfilled and there is a small threshold crossing of that instability, the appeared line spectrum of
structure causes to the cascade of instabilities, which produce the self-similar structure. The modulation instabilities
of mature spatial structures in media with and witрout wave motions (i.e. the wave, propagating in medium with
cubic nonlinearity, and the convective cells in a layer fluids) are considered. The conditions of appearance and
experimental observations of the self-similar structures on the surface and in the volume of solid state are discussed.

1. Введение

В неравновесных нелинейных средах с конеч-
ным уровнем диссипации возможно формирова-
ние регулярных пространственных структур [1,2].
Ниже ограничимся рассмотрением механизмов об-
разования самоподобных структур в неравновес-
ных средах и системах с кубической нелинейно-
стью, находящихся вблизи и несколько выше по-
рога неустойчивости [3]. Как показано ниже, обяза-
тельным условием появления таких структур явля-
ется возможность возникновения модуляционных
неустойчивостей. Такие неустойчивости возникают
в средах, где градиенты плотности энергии первич-
ных возмущений способны возбуждать сравнитель-
но медленные движения, причем последние явля-

ются вынужденными и в отсутствии поддержива-
ющего их источника существовать не могут.

Как известно, периодические волны (или струк-
туры) конечной амплитуды в средах с кубической
нелинейностью являются неустойчивыми с возбуж-
дением двух боковых спектров вынужденных воз-
мущений, соответственно с большей и меньшей
длиной волны. Развитие такой неустойчивости при-
водит к амплитудной модуляции начальной волны
(или структуры). Что и определило название этого
типа неустойчивостей — модуляционные. В услови-
ях поглощения энергии возмущений в среде инкре-
менты модуляционной неустойчивости уменьшают-
ся и, вообще говоря, существует пороговая ампли-
туда начальной волны или структуры, при превы-
шении которой неустойчивость развивается. Отме-
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тим, что для наблюдения модуляционной неустой-
чивости в поглощающей среде, вообще говоря, дол-
жен существовать источник энергии, который под-
держивает основную волну или структуру. Вблизи
порога спектральная ширина неустойчивости неве-
лика, амплитуды возникающих возмущений даже
в режиме насыщения остаются много меньше ам-
плитуды начальной волны (или структуры). Взаи-
модействие возникающих в результате неустойчи-
вости возмущений между собой в этих условиях
ослаблено, они в большей степени взаимодейству-
ют с основной волной (структурой), причем их дей-
ствие на основную волну (структуру) носит инте-
гральный характер. Именно поэтому можно счи-
тать, что такая система может быть определена как
квазилинейная.

В работе отмечены две основные черты моду-
ляционных неустойчивостей в средах с большим
уровнем поглощения энергии. Во-первых, в резуль-
тате обсуждаемых ниже механизмов конкуренции
мод формируются узкие спектры боковых возму-
щений. В режиме насыщения неустойчивости раз-
витая пространственная структура приобретает ха-
рактерный линейчатый спектр. Во-вторых, форми-
рование линейчатого спектра облегчает выполне-
ние условий для следующей, уже модуляционной
неустойчивости, которая развивается в рамках по-
добного сценария. Промодулированная в результа-
те развития первичной модуляционной неустойчи-
вости волна (или структура) подвергается моду-
ляции из-за последующей неустойчивости уже на
существенно большем масштабе. Можно убедить-
ся в том, что каждая модуляция сохраняет черты
основной волны (или структуры) в соответствую-
щем масштабе, формируя, таким образом, самопо-
добную структуру.

Формирование самоподобных структур обу-
словлено в основном неравновесностью, диссипа-
тивными механизмами и нелинейностью и слабо
зависит от дисперсионных характеристик среды.
Как правило, высокая структурная четкость реа-
лизуется именно при слабой надпороговости нерав-
новесных систем и сред. С другой стороны, бли-
зость к порогу и создает условия для реализа-
ции каскадов неустойчивостей, формирующих по-
добные друг другу пространственные структуры
на разных масштабах, так как в условиях ано-
мально малой ширины линий пространственного
спектра структур инкремент (величина, обратная
характерному времени развития) модуляционных
неустойчивостей наибольший.

Кстати, пространственная четкость (то есть, до-
статочно длительное время сохранение определен-
ной формы) обусловлена или фазовым синхрониз-
мом мод, составляющих пакет, или узкой спек-
тральной шириной пакета, описывающего нелиней-
ное образование, причем ниже в основном реализу-
ется второй случай.

2. Формирование структур с

линейчатыми спектрами

В слабонеравновесных средах неустойчивости
развиваются лишь после превышения парамет-
ром, который определяет характер неравновесно-
сти некоторого порогового значения. При неболь-
шом превышении порога неустойчивости в узкой
спектральной области, определяемой условиями
Imω|δ=0 ≡ γ(ω, k) > δ(ω, k) начинается рост возму-
щений с инкрементом (Imω)eff = γ(ω, k) − δ(ω, k),
где Imω|δ=0 ≡ γ(ω, k) – инкремент неустойчиво-
сти в среде без потерь энергии, δ(ω, k) – декремент
поглощения энергии возмущений в отсутствие ис-
точника энергии (поддерживающего эти возмуще-
ния и приводящего к их росту), ω,k – соответствен-
но, частота и волновое число возмущений, причем
(Imω)eff � γ(ω, k), δ(ω, k). Неустойчивости разви-
ваются обыкновенно после превышения некоторого
порога.

При небольшом превышении порога неустой-
чивости в узкой спектральной области начинает-
ся рост возмущений. Нелинейность, как извест-
но, приводит к взаимодействию возмущений, име-
ющих различный пространственно-временной мас-
штаб, по определенным законам, обусловленным
видом нелинейности. При этом возникшие за счет
синтеза или распада растущих мод новые возмуще-
ния оказываются в областях спектра, где они испы-
тывают относительно сильное поглощение. Это об-
стоятельство значительно подавляет их рост и они
во многих случаях не оказывают заметного вли-
яния на развитие неустойчивости в целом. Кро-
ме того, вблизи порога неустойчивости амплитуды
возмущений даже в режиме насыщения остаются
заметно меньше амплитуд накачки, что позволя-
ет воспользоваться малостью их отношения, кото-
рое оказывается по прядку величины сравнимым с
(Imω)eff/δ(ω, k).

Формирование обсуждаемых ниже простран-
ственных структур обусловлено перераспределени-
ем энергии в сравнительно узких спектральных
интервалах, управляется и поддерживается энер-
гией начальной волны (или структуры) — накач-
ки. Важно отметить, что подавление многих ви-
дов нелинейных взаимодействий дает возможность
значительно упростить матричные элементы взаи-
модействия мод, что также облегчает описание си-
стем.

Системы уравнений, описывающие процессы
формирования структур во всех обсуждаемых в
данной работе случаях фактически являются ква-
зилинейными, так как воздействие неустойчивых
мод на поле накачки является интегральным, а
непосредственным взаимодействием неустойчивых
мод можно пренебречь из-за наличия малого пара-
метра, в частности, отношения амплитуды возбуж-
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даемой моды к амплитуде поля накачки.

Любая пространственная периодическая (или
квазипериодическая) структура при своем форми-
ровании в слабонадпороговой неравновесной дис-
сипативной сплошной среде имеет своей причи-
ной некоторый процесс — первичную неустойчи-
вость, — который обладает определенным инкре-
ментом (обратным характерным временем разви-
тия) и насыщающейся нелинейностью. После до-
стижения амплитудою структуры некоторого ко-
нечного значения происходит сужение спектра про-
странственных мод из-за нелинейного механизма
их конкуренции, ибо процессы переноса по спек-
тру энергии возмущений оказываются в рассматри-
ваемых нами условиях подавленными. И лишь по-
том, если амплитуда структуры достаточно велика,
а спектральная ширина вполне мала, могут возни-
кать условия для реализации вторичной неустой-
чивости.

Развитие первичной неустойчивости в слабо-
надпороговом случае обычно ограничивается нели-
нейными механизмами, после чего можно наблю-
дать сужение спектра возмущений. Обсудим ме-
ханизмы конкуренции мод, обеспечивающие такое
сужение растущих спектров, в случаях как вол-
новых (то есть там, где могут распространяться
волновые возмущения) и неволновых сред (то есть
сред, где возмущения имеют не волновой харак-
тер, например вихревые процессы, локализован-
ные, нераспространяющиеся возмущения).

В волновых средах, которые находятся вбли-
зи и несколько выше порога устойчивости ампли-
туды неустойчивых мод изменяются значительно
медленнее, чем их фазы. Это приводит к тому, что
фаза каждой моды поля при развитии неустойчи-
вости быстро подстраивается к своему квазистаци-
онарному значению. Именно этот процесс и опре-
деляет пространственную структуру возмущения,
причем следует особо отметить, что вид простран-
ственной структуры растущего возмущения задан
начальными фазами мод и в значительной степени
формируется уже на начальной, линейной по ам-
плитудам мод стадии процесса [4,5]. Рост амплитуд
спектра приводит к уменьшению уровня накачки,
при этом моды с большими значениями расстройки
(то есть, на периферии зоны линейной неустойчи-
вости) становятся затухающими. Ширина спектра
неустойчивости постепенно уменьшается.

В неволновых средах, где фазы пространствен-
ных мод или отсутствуют или их изменения не су-
щественны, механизм конкуренции мод несколько
иной. Вблизи и несколько выше порога устойчиво-
сти область возбуждаемых пространственных мод
весьма мала и условия их генерации практически
не отличаются. На характер конкуренции мод сла-
бо влияет даже некоторое отличие их инкрементов,
вообще говоря, зависящих от волновых чисел воз-
мущений. Инкремент мод конечной амплитуды ра-

Рис. 1. Эволюция мод спектра и уровня накачки µ.

вен разности линейного инкремента и нелинейно-
го слагаемого, пропорционального суммарной ин-
тенсивности спектра в целом. Поэтому рост спек-
тра приводит к уменьшению инкрементов всех мод
практически до нуля и резкому замедлению про-
цесса неустойчивости. Получившая преимущества
из-за начальных условий или в результате воздей-
ствия внешнего шума одна (или несколько) мода
приводит к уменьшению амплитуд мод остального
спектра. Это уменьшение суммарной интенсивно-
сти остального спектра может позволить растущей
моде еще больше увеличить свою амплитуду и про-
должить процесс подавления других мод спектра.
Ширина линий спектра развитой неустойчивости
оказывается не только много меньше естественной
их ширины (то есть, ширины спектра в отсутствие
неравновесности), но и продолжает уменьшаться,
так что в спектре выживает лишь одна мода (см.
например, [6]).

Эти механизмы конкуренции мод обусловлены,
так называемым, "истощением накачки". Обратим
внимание на навязанное в неравновесной среде дис-
сипативными процессами сужение спектра волно-
вого пакета и формирование линий с аномально
узкой спектральной шириной. То есть, с такой ши-
риной, которая оказывается много меньше ширины
спектра возмущений (шума) в диссипативной среде
в равновесном случае.

Таким образом, в результате действия меха-
низмов конкуренции мод в системе, находящейся
вблизи порога неустойчивости, как правило, на-
блюдается эффект сужения спектра развивающей-
ся неустойчивости вплоть до превращения его в ли-
нейчатый.

Именно эти явления и объясняют известный па-
радокс нелинейных систем со слабой надпорогово-
стью. Полученные в результате развития неустой-
чивости в экспериментах и при численном модели-
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Рис. 2. Вид инкремента как функции волнового
числа мод спектра в случае начальной стадии фор-
мирования первичной структуры (1) и в случае
развитой структуры, когда реализованы условия
для развития вторичной модуляционной неустой-
чивости (2).

ровании развитые структуры конечной амплиту-
ды имеют сравнительно простой вид, обусловлен-
ный линейчатым спектром. Это на первый взгляд
неожиданно, так как такие линейчатые спектры
более характерны были бы для линейных сред,
где взаимодействие мод отсутствует. Оказывается,
именно потому, что воздействие спектра на отдель-
ную моду носит интегральный характер, и вектор-
ная природа нелинейности, а также перенос энер-
гии по спектру существенно подавлены, становится
вероятным реализация данных эффективных ме-
ханизмов конкуренции мод, в результате которых
и формируются линейчатые спектры. Формирова-
ние линейчатого спектра возникающей структуры
в (ω, k) пространстве в результате развития пер-
вичной неустойчивости в случае слабой надпорого-
вости провоцирует развитие вторичной — модуля-
ционной неустойчивости (если, конечно, выполне-
ны условия её существования), которая фактиче-
ски черпает энергию на свое развитие из энергии,
запасенной в развитой первичной структуре.

Вторичные неустойчивости обычно появляются
на заключительной стадии процесса формирования
первичной структуры для всех систем, где выпол-
нены условия развития модуляционных неустойчи-
востей. Отметим, что процессы уменьшения спек-
тральной ширины области первичной неустойчи-
вости здесь весьма важны, ибо снижают пороги
и характерные времена вторичных модуляционных
неустойчивостей. Последние возникают при превы-
шении амплитудой структуры некоторого порого-
вого значения. В этом случае нелинейный инкре-
мент неустойчивости, в максимуме которого рас-
полагались основные моды первичной структуры,
уменьшается до нуля и при дальнейшем росте ам-
плитуды первичной структуры возникают новые
области неустойчивости вблизи этих основных мод.

При превышении порога и при развитии вторич-
ной неустойчивости следует ожидать возникнове-

ния модуляции амплитуды первичной структуры,
которая в свою очередь является более крупномас-
штабной структурой, подобной первичной.

Все эти явления дают основания считать по-
явление вторичной неустойчивости вынужденным
нарушением симметрии, а модуляцию — распреде-
ленными дефектами основной структуры [7,8].

Относительная слабость вторичного процесса
приводит к тому, что отвечающая ему вторичная
неустойчивость имеет сравнительно узкую спек-
тральную ширину вблизи волновых чисел первич-
ной структуры. В средах с наиболее характерной
кубической нелинейностью такие вторичные про-
цессы носят характер модуляционных неустойчиво-
стей диссипативного (или резистивного) типа. Фор-
мирование крупномасштабной структуры — моду-
ляции основной структуры, — таким образом, яв-
ляется скорее общим правилом, чем исключением в
тех случаях, когда первичный процесс и имеющая
место в этих условиях вторичная неустойчивость
развиваются в узких интервалах в пространстве
волновых чисел, а рост возмущений вне этих ин-
тервалов сильно подавлен. Другими словами, име-
ют место малые превышения над порогами первич-
ной, вторичной и последующих неустойчивостей,
что позволяет ввести в рассмотрение характерные
числа Ri (i = 1, 2, . . . ) — параметры порядка, опре-
делить их критические значения Rcr,i, а затем по-
казать, что обратные времена развития первично-
го, вторичного и последующих процессов, а также
амплитуды основной структуры и огибающих вы-
ражаются через соответствующие параметры над-
пороговости εi = (Ri −Rcr,i)/Rcr,i.

Отметим также, что наличие малого парамет-
ра ε ∝ (Imω)eff/γ(ω, k) (как впрочем и отношение
амплитуд развитой вторичной структуры (модуля-
ции) к амплитуде первичной) приводит к тому, что
интенсивности спектров неустойчивых мод даже на
нелинейной стадии каждой последующей неустой-
чивости каскада оказываются много меньше интен-
сивностей уже развитой структуры мод, отвеча-
ющих процессу насыщения предыдущей неустой-
чивости, не говоря уже об интенсивности началь-
ной волны, что дает возможность, используя соот-
ветствующие малые параметры задачи, значитель-
но упростить матричные элементы взаимодействия
мод и облегчает описание подобных систем. Это об-
стоятельство также позволяет корректно рассмот-
реть развитие и насыщение таких неустойчивостей.

3. Механизмы формирования

самоподобных

пространственных структур

Обычно эволюционное уравнение в средах с ку-
бической нелинейностью, описывающее формиро-
вание пространственных структур может прини-
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мать вид

L̂kak ≡ ∂ak

∂t
+ ε(k)ak

=

∫∫∫

dk1dk2dk3ak1
ak2

ak3
δ(k − k1 − k2 − k3)

× (Vkk1k2k3
+ αSkk1k2k3

) + fk, (1)

где ak – Фурье-образ возмущений. Матричные эле-
менты взаимодействия пространственных мод V и
S определяются видом взаимодействия возмуще-
ний в системе и отвечают за формирование основ-
ной мелкомасштабной структуры и её модуляции —
распределенного дефекта (при малых α), соответ-
ственно. В ряде случаев второе слагаемое под ин-
тегралом может отсутствовать (S = 0), тем не ме-
нее, при развитии первичной структуры в системе
возникают условия для последующей неустойчиво-
сти, так называемого, модуляционного типа, кото-
рая приводит к образованию крупномасштабного
распределенного дефекта.

Отметим, что во многих случаях возникновение
первичных структур происходит с флуктуационно-
го уровня и начальные возмущения весьма малы в
сравнении с амплитудами развитых структур, хо-
тя возможны и процессы формирования структур
при конечном уровне амплитуд пространственных
мод. Величина ε(k) имеет локальные максимумы
вблизи |k| = |k1i|, (i = 1, 2, . . . ) и быстро убывает
при удалении от этих точек, причем, если величи-
ны волновых векторов |k| заметно отличаются от
|k1i|, то ε(k) < 0 что и определяет сильное подав-
ление таких возмущений.

Однако, этого мало для формирования про-
странственной структуры. Выбор системой ориен-
тации происходит также за счет наличия у функ-
ций ∼ V и S (или у соответствующего интегра-
ла — потенциала Ляпунова, если последний суще-
ствует) локальных минимумов в этих направлени-
ях (точнее, для определенной ориентации связан-
ных групп обратных векторов структуры).

Оператор L̂k определяет выбор вида спектра в
k-пространстве, и задается типом неравновесности
и диссипативными процессами. По существу, этот
линейный оператор задает характерные значения
длин волновых векторов (обратных характерному
размеру) среды. Собственные значения оператора
и длины собственных волновых векторов опреде-
лим как ε(k1i) и |k1i| соответственно.

Нелинейные слагаемые, пропорциональные V
и S соответственно, позволяют учесть основные
нелинейные взаимодействия. По существу, практи-
чески не изменяя характерных равновесных раз-
меров (и, тем самым, длин собственных векторов
|k1i|), нелинейное слагаемое, пропорциональное V ,
определяет их ориентацию, то есть формирует про-
странственную периодическую структуру — решет-
ку.

В процессе формирования первичной структу-
ры происходит значительное сужение спектраль-
ной ширины возмущений вблизи основных векто-
ров решетки |k1i| вплоть до возникновения линей-
чатого спектра, механизмы формирования кото-
рого обсуждались в предыдущих разделах. Это и
определяет ярко выраженную пространственную
четкость первичной структуры.

Когда формирование первичной структуры по-
чти закончено, и спектральные амплитуды раз-
витой структуры достигают величин ε(kij)/minV
влияние на эволюцию системы более слабого физи-
ческого механизма, обусловленного наличием до-
полнительного взаимодействия (∼ S или генери-
руемого оператором V в случае развитой неустой-
чивости), возрастает. При достижении интенсив-
ности первичной структурой некоторых критиче-
ских (пороговых) значений, возникает вторичная
неустойчивость модуляционного типа. Очевидно, в
таком случае должны существовать зависящие от
|ak|2 некоторые характерные числа R (параметры
порядка) и их критические (пороговые) значения
Rcr. Величина превышения над порогом (надпоро-
говость) вторичной неустойчивости ε2 = (R2 max −
R2cr)/R2cr (где R2 max – величина, соответствую-
щая стационарному состоянию при α = 0, или по-
лученная в пренебрежении развитием вторичной
неустойчивости при S = 0) определяет не только
характерные времена развития вторичного процес-
са, а также интенсивность и пространственные мас-
штабы модуляции первичной структуры. Важно
заметить, что инкременты (обратные характерные
времена развития) вторичной неустойчивости воз-
растают при сужении спектральных линий первич-
ной структуры. При ε2 � 1 максимальные преиму-
щества будут иметь пространственные возмущения
с векторами k = k2i располагающимися вблизи
векторов первичной мелкомасштабной структуры
– решетки k1i, причем |k2i − k1i|/|k1i| ∝ ε2.

Отметим, что расположение в пространстве
волновых чисел всех максимумов вторичной
неустойчивости в окрестности каждого из векто-
ров основной решетки в определенной степени гео-
метрически подобно расположению системы соб-
ственных волновых векторов основной решетки с
коэффициентом подобия ε2 � 1, что приводит к
обратному данному коэффициенту подобия в ре-
альном пространстве ε−1

2 � 1 для первичной и
вторичной структур. Амплитуда модуляции пер-
вичной структуры также оказывается пропорци-
ональной ε2, причем механизм уменьшения спек-
тральной ширины вторичной неустойчивости подо-
бен тому, который формировал практически линей-
чатый спектр первичной неустойчивости. Так что и
в этом случае можно говорить о высокой простран-
ственной четкости вторичной структуры — моду-
ляции первичной структуры. Можно ввести пара-
метр, определяющий дефектность первичной — ос-
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новной структуры — решетки, то есть, отношение
интенсивности модуляции к интенсивности основ-
ной структуры

d =
∑

|ak2i
|2/
∑

|ak1i
|2, (2)

которое оказывается также пропорциональным ε2.
Очевидно, линейчатый спектр первичной и вторич-
ной структур также способен привести к неустой-
чивости последних. В этом случае дальнейший сце-
нарий развития подобен рассмотренному выше и
результатом следующей ещё более слабой неустой-
чивости каскада нестабильности будет еще более
крупномасштабная модуляция структуры. Суще-
ственно, что если умножить интенсивность возму-
щений на объем элементарной ячейки каждой из
развитых структур в обычном пространстве, то по-
лучим величину, которая практически не меняет-
ся на всех масштабах самоподобной структуры, то
есть, в частности,

(1/k2i)
D
∑

|ak2i
|2 ≈ (1/koi)

D
∑

|ak1i
|2, (3)

где D – размерность структуры1.

Важно отметить, что именно сужение спек-
тральных линий вблизи основных волновых век-
торов первичной решетки вплоть до формирова-
ния линейчатого спектра весьма важный процесс,
обусловленный 1) слабой надпороговостью и зна-
чительным поглощением энергии возмущений вне
интервала линейной неустойчивости и 2) влиянием
насыщающей нелинейности, приводящей к конку-
ренции мод спектра и уменьшению для большин-
ства мод их эффективных инкрементов до нуля с
последующим превращением их в декременты.

Именно наличие этого механизма формиро-
вания узких спектральных линий предыдущей
неустойчивости приводит к возникновению и уси-
лению следующей неустойчивости, результатом ко-
торой становится крупномасштабная модуляция
развитой структуры. Спектр последней модуля-
ционной неустойчивости в процессе её развития
превращается также в линейчатый, что создает
условия и снижает порог для последующей еще
более медленной неустойчивости, которая приво-
дит к модуляции структуры на еще больших мас-
штабах. В результате последовательного развития
каскада неустойчивостей в пространстве волновых
векторов формируется самоподобная структура со
все уменьшающимся масштабом, которая может в

1Например, в двумерном случае (D = 2), если в поле на-
блюдения прибора (микроскопа) при соответствующем уве-
личении попадает одна ячейка на n-ном масштабе самопо-
добной структуры, то не только форма, но и интенсивность
(яркость) изображения не должны зависеть от номера n,
то есть от выбранного масштаба, причем, если разрешение
прибора в этом режиме заведомо не позволяет выделять эле-
менты мелкомасштабных элементов структуры, то они бу-
дут восприниматься как фон.

определенном смысле рассматриваться как фрак-
тал. В обычном пространстве с развитием последо-
вательных неустойчивостей каскада нестабильно-
сти происходит увеличение масштаба возникающих
структур.

Для реализации первичной пространственной
структуры с линейчатым спектром необходимо вы-
полнение следующих условий.

1. Слабое превышение над порогом первичной
линейной неустойчивости возмущений с опре-
деленным абсолютным значением волново-
го вектора, при этом вне достаточно малой
окрестности этого значения в пространстве
волновых векторов амплитуды всех возмуще-
ний быстро затухают.

2. Нелинейные взаимодействия возмущений —
пространственных мод, описываются матрич-
ными элементами, имеющими локальные ми-
нимумы вблизи фиксированного набора вол-
новых чисел в данной окрестности линейной
неустойчивости.

Для формирования вторичной и последую-
щих неустойчивостей также требуется выполнение
определенных условий:

3. Система должна быть восприимчива к воз-
никновению модуляционных неустойчивостей
развитых структур подобного типа.

4. Максимальная амплитуда и ширина спектра
каждой неустойчивости должны быть доста-
точными для превышения порога последую-
щей неустойчивости каскада.

4. Модуляционные

неустойчивости в условиях

слабой надпороговости

Модуляционная неустойчивость в волно-
вой среде. Рассмотрим развитие каскада неустой-
чивостей [9] в нелинейной волновой среде с кубиче-
ской нелинейностью и с конечным уровнем погло-
щения волновой энергии. Будем полагать, что для
медленно меняющихся комплексных амплитуд вол-
новых возмущений справедливо уравнение Лайт-
хилла [10], описывающее распространение нелиней-
ных волн:

∂A

∂t
= −δA− i

∂2A

∂x2
− iA|A|2 + g, (4)

где δ – декремент затухания колебаний, g – внеш-
ний источник, поддерживающий монохроматиче-
скую волну конечной амплитуды A с волновым
числом, равным k = k∗1 . Без ограничения общно-
сти можно положить k1

∗
= 0. Переменные t,x –
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это соответствующим образом нормированные вре-
мя и координата. Это уравнение, как и его обоб-
щения (уравнения Гинзбурга-Ландау и уравнение
Невела-Вайтхеда [11]), описывают в рамках опре-
деленных ограничений множество физических про-
цессов, среди которых эволюция ветровых волн,
неустойчивость Толмина-Шлихтинга в гидродина-
мических течениях, динамику волн концентрации
при химических превращениях, многочисленные
плазменные неустойчивости, нестабильность волн
в средах с кубической нелинейностью и ряд дру-
гих явлений [12,13].

Ниже ограничимся одномерным случаем. Урав-
нение (4) можно представить также в виде

∂Ak

∂t
= −δAk + ik2Ak

− i

∫

dk1dk2dk3Ak1
Ak2

Ak3

× δ(k − k1 − k2 + k3) + g, (5)

где Aki
– Фурье-образ амплитуды возмущения A.

Рассмотрим хорошо известную модуляционную
неустойчивость [10] монохроматической волны ко-
нечной амплитуды u1 exp{iϕ1}, где u1 = Ak∗

1
, ϕ1 =

ϕk∗
1

– амплитуда и фаза волны. В этом случае,
в результате неустойчивости возбуждаются спек-
тры колебаний, волновые числа которых распола-
гаются симметрично относительно волнового чис-
ла основной моды конечной амплитуды k+ > k∗1
и k− < k∗1 . Каждая пара симметрично располо-
женных относительно основной волны мод k+,k−
непосредственно взаимодействует с полем основной
волны, причем, выполняется следующее соотноше-
ние k++k− = 2k∗1 , которое обусловлено видом нели-
нейности. Вообще говоря, при k∗1 = 0, k+ = k− = k.

Уравнения для основной моды и мод неустой-
чивых спектров можно представить в следующем
виде

du1

dt
= u1

(

−δ + 2
∑

k

u2
k sinΦk

)

+ g,

duk

dt
= uk

(

−δ − 2u2
1 sin Φk

)

,

dΦk

dt
=

d

dt
(ϕk + ϕ−k − 2ϕ1)

= 2k2 − 2(u2
1 − u2

k) − 2(u2
1 − 2u2

k) cos Φk,

(6)

Ниже использована известная симметрия зада-
чи [5], которая состоит, в частности, в равенстве ам-
плитуд возбуждаемых мод uk = u−k. При рассмот-
рении процессов с характерными временами, зна-
чительно превышающими обратный декремент по-
глощения возмущений δ−1, производными по вре-
мени можно пренебречь. Из уравнений (6), считая,
что декремент поглощения достаточно большой и
пренебрегая производной по времени, получим зна-
чение амплитуды основной моды, поддерживаемой

внешним источником

u1 =







−g
[

−δ + 2
∑

k

u2
k sinΦk

]

−1






. (7)

Полагая, что изменения во времени амплитуды
неустойчивых мод происходят значительно медлен-
нее, чем их фазы, пренебрежем также производной
по времени от общей фазы связанных мод (канала
неустойчивости) в третьем уравнении системы (6).
Тогда для фазы Φk справедливо выражение [5]:

cos Φk = −u
2
1 − u2

k − k2

u2
1 + 2u2

k

. (8)

Уравнение для возмущений с волновым числом k в
этих условиях может быть представлено в виде

duk

dt
= uk

{

−δ + u2
1

[

1 − u2
1 − u0

k − k2

u2
1 + 2u2

k

]}

. (9)

Наибольшим линейным инкрементом обладает
мода с k = k20 = u1(t = 0) = u10, однако сужение
спектра происходит в окрестности несколько мень-
шего значения k = k∗2 < k20. Если в начальный
момент u2

1(t = 0) = u2
10 > δ, то развивается моду-

ляционная неустойчивость.
Рассматривая уравнения (6)–(8), легко увидеть,

что амплитуды неустойчивых мод изменяются зна-
чительно медленнее, чем их фазы, что позволя-
ет в явном виде получить уравнение, описываю-
щее поведение мод спектра (9). Из этого уравне-
ния и уравнения (7) следует, что при развитии
неустойчивости рост спектра приводит к уменьше-
нию уровня накачки, эффективный инкремент для
всех мод уменьшается, причем для мод, находя-
щихся на периферии зоны линейной неустойчиво-
сти, инкремент превращается со временем в декре-
мент. Таким образом, конкуренция мод за счет ме-
ханизма "истощения накачки"приводит к сужению
спектра развитой неустойчивости.

Ниже ограничимся случаем u2
10 − δ � δ, при

этом ширина спектра неустойчивости относительно
невелика: ∆k � k20, то есть

k20 − ∆k < k < k20 + ∆k,

−k20 − ∆k < k < −k20 + ∆k,
(10)

где ∆ = (u2
10 − δ)/2k20. Режим процесса возбужде-

ния колебаний отвечает слабому превышению над
порогом неустойчивости (слабой надпороговости).
Именно в этом случае суммарные фазы каждо-
го канала Φk неустойчивости "подстраиваются"под
медленные изменения амплитуд колебаний. Рас-
сматривая систему уравнений (6), можно показать,
что амплитуда основной моды изменяется от вели-
чины u10 до δ1/2. При этом моды неустойчивого
спектра (10) сначала нарастают, а затем, при смене
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знака правой части (9) уменьшают свою амплиту-
ду. Ширина спектров уменьшается и, в конечном
итоге, остаются только моды с k = ±k∗2 . Амплиту-
да uk∗

2
приближается к

uk∗
2

= {[gδ−1 − δ]/2}1/2. (11)

Отметим здесь, что в результате развития
данной первичной модуляционной неустойчивости
(имеющей порог по амплитуде основной волны)
возбуждается спектр мод (10), ширина которого
в процессе неустойчивости быстро уменьшается, а
амплитуда растет. Реально неустойчивость разви-
вается с характерным временем, примерно на по-
рядок и более превышающим обратный максималь-
ный линейный инкремент неустойчивости γ−1

1 eff где

γ1 eff = (u2
10 − δ). Таким образом, формируется ли-

нейчатый спектр, состоящий из основной моды и
двух боковых сателлитов (с k = ±k∗2). Отношение

Def = 2u2
k∗
2

/u2
k∗
1

, (12)

определяет глубину модуляции основной волны
(или уровень дефектности, определенный для
структур с распределенными дефектами) c харак-
терным размером 2π/k∗2 , где k∗2 = [δ − (gδ−1 −
δ)/2]1/2. Отметим, что суммарная интенсивность
I =

∑

k∗n

u2
k∗n

в результате развития модуляционной

неустойчивости не изменяется.
При рассмотрении процесса неустойчивости на

нелинейной стадии взаимодействием нарастающих
мод непосредственно, то есть без участия волны на-
качки, фактически пренебрегли, что связано с на-
личием малого параметра — отношением амплитуд
нарастающих мод к амплитуде волны накачки (12).
Подобный подход в описании систем вблизи по-
рога неустойчивостей и построение на его основе
нелинейной теории насыщения этих неустойчиво-
стей обсуждался ранее в работах [14,15].

Важно, однако, заметить, что сужение спек-
тров первичных неустойчивостей — весьма жесткое
условие для формирования каскада неустойчиво-
стей, о котором речь пойдет ниже. Так как, именно
сужение спектров волн конечной амплитуды все-
гда снижает пороги неустойчивостей, в частности
модуляционного типа, на что было обращено вни-
мание ещё в работах [16–19].

Модуляционная неустойчивость в невол-
новых средах. Эффект гидродинамическо-
го динамо. Впервые о возможности возникнове-
ния модуляционной неустойчивости системы кон-
вективных ячеек в чрезвычайно продуктивной мо-
дели Проктора-Сивашинского-Письмена [20,14] бы-
ло заявлено в докладе [21,15]. Эта модуляция си-
стемы развитых конвективных ячеек в тонком слое
жидкости между плохо проводящими тепло гори-
зонтальными поверхностями обусловлена генера-
цией вихрей иной природы, нежели те, которые

формируют конвективную структуру. В результа-
те развития модуляционной неустойчивости в си-
стеме развитой регулярной структуры конвектив-
ных ячеек кроме их крупномасштабной модуляции,
возникают также плоские вихри большого размера.
Другими словами, это эффект гидродинамического
(вихревого) динамо [22], которое в отличие от рас-
смотренных хорошо известных физических моде-
лей в среде со спиральной гидродинамической тур-
булентностью (подробнее см. обзор [23]) является
регулярным процессом и не обязательно обуслов-
лен наличием нескомпенсированной спиральности
в системе.

Модель Проктора-Сивашинского, в результате
модифицикации автором работы [20], описывает
конвекцию, подобную рассмотренной выше, одна-
ко с учетом тороидальной скорости ~U = rot (~ezΨ),

Φ = ε2Φ − (1 + ∇2)2Φ

+
1

3
∇
(

∇Φ|Φ|2
)

+ γ∇Φ ×∇Ψ,

∇2Ψ = ∇∇2Φ ×∇Φ,

(13)

где γ – величина обратная числу Прандля Pr =
ν/κ, характеризующему неравновесное состояние
жидкости, ν – кинематическая вязкость, здесь κ –
удельная температуропроводность, ε � 1, причем
решение можно искать в форме

Φ = ε
∑

j

aj exp(i~kj~r). (14)

Для случая γ = 0 для медленных амплитуд aj мож-
но получить эволюционное уравнение [25,26]:

ȧj = aj

(

1 −
N
∑

i=1

Vij |ai|2
)

, (15)

где коэффициенты взаимодействия определены со-
отношениями Vjj = 1, Vij = (2/3)(1 + 2(~k2

i
~kj)

2) =

(2/3)(1 + 2 cosϑ), где ϑ – угол между векторами ~ki

и ~kj . Вообще говоря, ширина интервала неустойчи-
вости в k-пространстве представляет собой кольцо
— средний радиус которого равен единице, а ши-
рина порядка величины относительной надпорого-
вости ε, т.е. много меньше единицы. Во время раз-
вития неустойчивости из-за роста нелинейных чле-
нов, эффективный инкремент

(1 − ε−2(1 − k2) −
N
∑

i=1

Vij |ai|2) (16)

мод, лежащих вне весьма малой окрестности вбли-
зи единичной окружности будет убывать и может
изменить знак, что приведет к быстрому сужению
спектра практически к единичной окружности в k-
пространстве [25,26].
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Развитие возмущений, спектр которых уже
располагается на единичной окружности в k-
пространстве, как показывает численный ана-
лиз уравнения (15), происходит следующим обра-
зом [6]: Из начальных флуктуаций быстро возбуж-
дается широкий спектр по ϑ. Интенсивность этого
спектра можно оценить, приравняв правую часть
(15), или нелинейный инкремент (16) нулю. Затем
более медленная стадия развития неустойчивости
определяется только конкуренцией мод. Получив-
шая на начальном этапе развития неустойчивости
пространственная мода с максимальной амплиту-
дой начинает подавлять соседние моды и тем силь-
нее, чем на большем расстоянии по ϑ они от нее на-
ходятся. Вблизи этой основной моды формируется
регулярный спектр, амплитуда которого растет, а
ширина уменьшается. При приближении амплиту-
ды центральной — основной моды к единице, шири-
на спектра стремится к нулю. Но при этом начина-
ют нарастать, так называемые, боковые спектры,
центры которых отстоят по ϑ от основной моды
на ±π/2. Амплитуды этих боковых спектров рас-
тут, а ширина их синхронно убывает. Спустя до-
статочно большое время, в десятки раз превосхо-
дящее обратный инкремент линейной неустойчи-
вости, из вновь образованного "бокового"спектра
"выживает"лишь одна мода, амплитуда которой
сравнивается с амплитудой первоначальной лиди-
рующей моды. В конечном итоге остаются две мо-
ды равной амплитуды, сдвинутые по ϑ на π/2. Фи-
зически это соответствует возникновению сначала
валиковой конвективной структуры, модуляция ко-
торой постепенно усиливается (амплитуда модуля-
ции растет, а длина волны уменьшается) пока не
сформируются поперечные валы и конвективная
структура станет представлять собой квадратные
ячейки.

Оказывается, что и при γ 6= 0, сценарий форми-
рования обсуждаемой выше конвективной структу-
ры конечной амплитуды подобен, однако развитая
структура квадратных ячеек в свою очередь оказы-
вается уже модуляционно неустойчивой. Но преж-
де чем переходить к рассмотрению модуляционной
неустойчивости конвективных ячеек конечной ам-
плитуды, сделаем одно важное замечание.

Несмотря на то, что модель Проктора-
Сивашинского-Письмена [20] была выведена
для чисел Прандля порядка единицы, она также
оказывается справедливой и для описания эво-
люции развитой структуры конвективных ячеек
для которых, Φ ∝ ε. Причем, модуляционная
неустойчивость этой структуры возникает лишь
при малых числах Прандля [21].

Дело в том, что при выводе уравнений (13),
приведенных выше, предполагалось, что γ · Ψ ∝
γ · Φ2 ∝ ε2, причем γ ∝ 1. В случае рассмотрения
модуляционной неустойчивости развитой структу-
ры конвективных ячеек оказывается, что отличные

Рис. 3. Регулярный дефект в конвективной струк-
туре. В правом верхнем углу фрагмент первичной
невозмущенной структуры. Пунктиром показаны
характерные линии тока крупномасштабных вих-
рей.

от нуля значения Ψ ∝ (∆k/k) · Φ2, где в свою оче-
редь (∆k/k) ∝ ε. Таким образом, модель [20] мо-
жет быть применима для описания модуляционной
неустойчивости уже развитой структуры конвек-
тивных ячеек лишь при γ ∝ 1/|ε, так как только
в этом случае выполняется условие γ · Ψ ∝ ε2.

Этот случай малых чисел Прандля является до-
статочно экзотическим, однако следует иметь вви-
ду, что при значениях этого числа порядка еди-
ницы конвективные структуры в идеальной сухой
атмосфере стабильны, как показано, например, в
работе [24]. В реальной атмосфере для выяснения
условий возникновения модуляционной неустойчи-
вости развитых конвективных структур (подобная
неустойчивость, как следует из наблюдений, навер-
няка имеет место) следует учитывать дополнитель-
ные источники энергии и момента импульса, та-
кие как распределенный нагрев восходящих пото-
ков конденсирующимся паром, вращение планеты,
сдвиговые потоки и т.д., что способно изменить, в
частности, и область значений числа Прандля, со-
ответствующих подобной модуляционной неустой-
чивости.

Порог вторичной неустойчивости определяется
обращением в нуль ε2 = 27b2Γ2/20 − 1, где Γ = εγ,
b =

√

5/3a – перенормированная амплитуда возму-
щений. При превышении порога (ε2 > 0) возникают
условия для существования вторичной неустойчи-
вости, причем максимумы инкремента

Imωmax = 1 − 6b2/5 + 27Γ2b4/200 + 2/27Γ2 (17)

находятся вблизи основных мод первичной струк-
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туры (kx = ±1, ky = 0 и kx = 0, ky = ±1) на взаим-
но перпендикулярных направлениях на расстояни-
ях от этих точек, равных ∆ = (

√
2/bΓ)|ε2| < 1. При

приближении в пространстве волновых чисел к мо-
дам первичной структуры инкремент модуляцион-
ной неустойчивости стремиться к нулю. Появление
в результате модуляционной неустойчивости круп-
номасштабных вихревых возмущений приводит к
возникновению сдвиговых течений и деформирует
конвективную структуру на больших масштабах.

Уравнение, описывающее эволюции спектров
неустойчивости имеет следующий вид:

ḃj = bj −
N
∑

j

Vij |bi|2bj +

N
∑

i,n,m

Wjinmbibnbm, (18)

где коэффициенты взаимодействия Vij определены
выше, а для Wjinm справедливы выражения [8]:

Wjnm = (~ki × ~kn)(~km × ~kj)

×
[

k2
i − k2

n

(~ki + ~kn)2
+

k2
i − k2

m

(~ki + ~km)2

]

δ~kj ,~ki+
~kn+~km

. (19)

Можно показать, что в условиях симметрии воз-
никающих возмущений, уравнения для основных
мод конвективных ячеек (каждая из которых име-
ет амплитуду равную b) и для наиболее быстро
растущих мод спектра bd (в режиме, когда в ре-
зультате рассмотренных выше механизмов конку-
ренции остальной спектр подавлен) модуляционной
неустойчивости имеют вид

ḃ = b(1 − b2 − 4b2d), (20)

ḃd = bd(1 − b2 − b2d) +
2

27Γ2
b2bdθ(ε2), (21)

где появление порога модуляционной неустойчиво-
сти качественно описано с помощью тета-функции
θ(ε2). При превышении порога модуляционной
неустойчивости, в результате её развития амплиту-
ды мод первичной структуры уменьшаются от ве-
личин, сравнимых с единицей до значений b2

∞
=

20/27Γ2, в то время как амплитуды основных рас-
тущих мод спектров достигают значений bd∞ =
1/2(1 − b2

∞
)1/2. Интенсивность (то есть, величина

I =
∑ |bki

|2) первичной структуры без возникно-
вения модуляционной неустойчивости (при Γ2 <
20/27 первичная структура устойчива) и интенсив-
ность дефектной структуры, которая является ре-
зультатом развития данной неустойчивости оказы-
ваются равны. Дефектность развитой структуры
(2) оказывается равной ε2.

Взаимодействие между модами, определяющи-
ми модуляцию (моды распределенного дефекта)
и модами основной структуры обусловлено суще-
ствованием крупномасштабных вихрей, линии то-
ка которых в реальном пространстве могут быть
представлены в виде

ψ ≈ ε2ε2b
2[cos(l0ξ) − cos(l0η)], (22)

где l0 = εδ, ξ =
√
εx, η =

√
εy и отношение ха-

рактерного линейного размера крупномасштабных
вихрей LV и линейного размера конвективной ячей-
ки LC равно LV /LC ≈ (bεε2)

−1. Возникновение та-
ких крупномасштабных вихрей и представляет со-
бой одну из возможных реализаций эффекта гид-
родинамического динамо.

5. Каскад неустойчивостей и

формирование

самоподобных структур на

разных масштабах

Обсудим на примере модуляционно неустой-
чивой волны природу формирования каскада
неустойчивостей. Рассмотренная в предыдущем
разделе модуляционная неустойчивость монохро-
матической волны формирует новое состояние —
модулированную волну, которая, как это следует
из приведенного ниже рассмотрения [9], в свою
очередь является нестабильной. Покажем, что в
результате вторичной модуляционной неустойчи-
вости формируется ещё более крупномасштабная
модуляция уже ранее промодулированной основ-
ной волны. Для описания вторичной модуляцион-
ной неустойчивости положим начальным состоя-
нием системы сформированный в результате пер-
вичной неустойчивости линейчатый спектр, состо-
ящий из трех мод. Именно формирование линей-
чатого спектра модулированной волны при насы-
щении первичной модуляционной неустойчивости
создает условия для превышения порога вторич-
ной модуляционной неустойчивости. В результа-
те вторичной неустойчивости в окрестности мод
k = ±k∗2 возникают спектры неустойчивых возму-
щений с волновыми числами равными ±(k∗2 + κ).
Как и прежде, можно убедиться в том, что моды с
±(k∗2 + κ) имеют одинаковые по абсолютной вели-
чине значения амплитуды.

Уравнения для амплитуд возмущений с k =
k∗2 , (k

∗

2 + κ) и для суммарных фаз в этом случае
принимают вид

duk∗
2

dt
= uk∗

2
[−δ − u2

1 sin Φk∗
2
− 4u2

κ sin Φκ],

duκ

dt
= uκ[−δ − u2

1 sinΦκ − 2u2
κ(Φk∗

2
− Φκ)],

dΦκ

dt
=

d

dt
(ϕκ + ϕ−κ − 2ϕ1) (23)

= 2(k∗2 + κ)2 − 2(u2
1 + 2u2

k∗
2

− u2
κ)

−2(u2
1 + 2u2

κ) cos Φκ

+4(u2
k∗
2

+ 2u2
κ) cos(Φk∗

2
− Φκ)

причем к ним следует добавить уравнения (5).
Можно убедиться в том, что максимальный линей-
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ный инкремент вторичной неустойчивости равен

γ2eff = −δ + [u4
1 + 4u4

k∗
2

]1/2

≈ 2u4
k∗
2

/u1 ≈ (u2
10 − δ)2/2u2

1 (24)

при этом sin Φκ = −u2
1/[u

4
1 + 4u4

k∗
2

]1/2, sin(Φk∗
2
−

Φκ) ≈ − cos Φκ = 2u2
k∗
2

/[u4
1 +4u4

k∗
2

]1/2, так как Φk∗
2
≈

−π/2. Для наиболее быстро растущих мод на ли-
нейной стадии развития вторичной модуляционной
неустойчивости (k∗2 + κ)2 = u2

1 + 2u2
k∗
2

и сдвиг вол-
нового числа κ относительно волновых чисел мод
первичной неустойчивости k∗2

κ∗ = k∗2u
2
k∗
2

/u2
1 = k∗2(u2

10 − δ)/2u2
1. (25)

Можно показать, рассматривая уравнения (13)
и (16), что в результате развития вторичной
неустойчивости происходит сужение её спектра.
Фактически в спектре вторичной неустойчивости
сохраняются моды с волновыми числами ±(k∗2+κ∗).
Отношение характерных времен развития первич-
ной и вторичной модуляционных неустойчивостей

τ1M/τ2M = γ2eff/γ1eff = (u2
10 − δ)/2u2

1, (26)

а также отношение пространственных масштабов
модуляции основной волны из-за последствий раз-
вития первичной и вторичной неустойчивости

L1M/L2M = (κ∗/k∗2) ≈ (u2
10 − δ)/2u2

1, (27)

совпадают. Таким образом, последующие каскады
неустойчивости формируют все более крупномас-
штабные структуры — модуляции, для которых вы-
полнено условие (3). Такие структуры являются
масштабно-инвариантными.

Отметим, также, что интенсивность (то есть, ве-
личина I =

∑

k∗n

u2
k∗n

) структуры, сформировавшейся

в результате первичной модуляционной неустойчи-
вости и интенсивность структуры, которая явля-
ется результатом развития вторичной модуляцион-
ной неустойчивости также оказываются равны.

6. Самоподобные структуры

на поверхности и в объеме

кристаллов

Любая кристаллическая решетка в объеме и на
поверхности твердого тела формируется в резуль-
тате некоторого процесса — процесса упорядочения
— первичной неустойчивости, обладающей опреде-
ленным обратным характерным временем разви-
тия и насыщающейся нелинейностью. Эта нелиней-
ность обусловлена отклонением от положения рав-
новесия достаточно однородной подсистемы ато-
мов, внутри которой преобладают двухчастичные
взаимодействия с ближайшими соседними атома-
ми. Очень часто нелинейность кубическая или вы-
ше (чаще всего соседних атомов больше, но их

вклад во взаимодействие не всегда равноценный
и именно поэтому доминируют лишь некоторые
типы взаимодействий). Источником неравновесно-
сти являются возмущения плотности среды, обу-
словленные перегревом, а значительное поглоще-
ние энергии в процессе упорядочения — неустойчи-
вости обусловлено эффективным выносом энергии
упругими волнами из этой области.

Процесс возникновения первичной структуры
в целом определяется, прежде всего, доминирую-
щим механизмом взаимодействия элементов, кото-
рый формирует её геометрию, характерные разме-
ры и ориентацию. Можно предположить, что на
стадии первичного процесса формирование перио-
дической структуры происходит за счет сужения
спектра возмущений плотности из-за нелинейно-
го механизма конкуренции возмущений, подобного
рассмотренным выше2.

Однако, кроме основного механизма взаимодей-
ствия элементов, в системе зачастую присутствует
ряд и более слабых взаимодействий, проявляющих
себя лишь в условиях, когда процесс построение ос-
новной (первичной структуры) близок к заверше-
нию [27,28].

Структура поверхности кристалла всегда при-
влекала внимание исследователей. Прежде всего,
потому, что отличия структуры поверхностного
слоя от внутренней структуры кристалла были
несомненны, в частности существовали поверхност-
ные регулярные образования, линейные размеры
которых значительно превышали соответствующие
размеры элементарных ячеек кристалла. Полага-
ли [29,30], что твердое тело всегда стремиться пони-
зить свою поверхностную (а значит и общую) сво-
бодную энергию, образуя при этом на своих грани-
цах "горную"структуру холмов и долин. Так, на-
пример, известны поверхностные крупномасштаб-
ные ромбовидные регулярные образования на по-
верхности монокристалла кремния (так называе-
мая, "7×7 ячейка", где располагаются 12 выпукло-
стей электронной плотности, соответствующих по-
зициям отдельных атомов [31]).

Поверхностные слои атомов, характер взаимо-
действия и соответствующее расположение кото-
рых отличаются от подобных параметров атомов,
входящих в состав объемных слоев решетки, уже
на масштабах, сравнимых с размерами элементар-
ной ячейки, демонстрируют отклонения в регу-
лярности, отмеченные, например, в эксперимен-
тах [32,33]. Были замечены периодические откло-
нения в положениях локальных максимумов элек-
тронной плотности на расстояниях значительно

2Амплитуды возмущений плотности в аморфной перегре-
той среде не малы, однако можно предположить, что в усло-
виях большого уровня потерь энергии на излучение упру-
гих волн и вследствие взаимодействия и конкуренции мод
формируются узкие линейчатые спектры, соответствующие
пространственно периодическим структурам, подобно тому,
как они формируются в конвективно-неустойчивой среде.
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превышающих характерный размер элементарной
ячейки графита, но какие-либо искажения грани-
цы в направлении нормали к поверхности образца
не обсуждались.

На рис. 4 представлены результаты экспери-
ментальных исследований [27] поверхности графи-
та методом сканирующей туннельной микроскопии
(СТМ). Исследования проводили в воздушной сре-
де на сканирующем туннельном микроскопе СТМ-
1, описанном в работе [33].

Разрешение в горизонтальной плоскости XY

меньше 1.4
0

A, а по вертикали — 0.7
0

A. В каче-
стве зонда использовались иглы, приготовленные
способом электрохимического травления с вытяж-
кой. Очистка поверхности графита производилась
скалыванием верхнего слоя непосредственно пе-
ред измерением. На рис. 4а,б,в представлены топо-
графические изображения участков высоко ориен-
тированного графита при различном увеличении,
полученные сканированием в режиме стабилиза-
ции туннельного тока. Время сканирования участ-
ков — 10–20 сек. На рис. 4а представлено изобра-
жение участка высоко ориентированного графита
при максимальном увеличении. Наблюдаются упо-
рядоченные ряды гексагональной структуры гра-
фита: шестиугольник состоит из атомов с разным
уровнем локальной плотности состояний. Отметим,
что параметры элементарной ячейки согласуются с
данными, представленными в работах других авто-
ров.

На отдельных участках образцов обнаруже-
на периодическая модуляция поверхностной элек-
тронной плотности (крупномасштабная гофриров-
ка), характер которой подобен (с коэффициентом
подобия близким к 10) мелкомасштабной модуля-
ции электронной плотности в пределах элементар-
ной ячейки на поверхности графита (см. рис. 4б).
На другом образце (см. рис. 4в) была обнаруже-
на поверхностная гофрировка, продольные линей-
ные размеры которой на два порядка превосхо-
дят соответствующие размеры элементарной ячей-
ки (размер вертикальной модуляции поверхности
здесь лишь вдвое больший, чем в предыдущем слу-
чае, показанном на рис. 4б). Отметим, что линей-
ный масштаб модуляции поверхностной электрон-
ной плотности, обсуждаемый в работе [32], соответ-
ствует продольному масштабу гофрировки, изобра-
женной на рис. 4б.

Продольный масштаб гофрировки, изображен-
ный на рис. 4в, на порядок больше. Наблюда-
емые отличия в характерных размерах модуля-
ции поверхности графита связаны, видимо, с раз-
личными модификациями его внутренней струк-
туры. Возможно, что в случае, изображенном на
рис. 4б, представлена наиболее распространенная
аллотропная форма углерода — графит с гекса-
гональной структурой. Рис. 4в соответствует, как

можно предположить, ромбоэдрической упаковке
графита. Важным в полученных эксперименталь-
ных данных является не столько факт наличия
вертикальной составляющей модуляции, а скорее,
несомненное подобие первичной структуры — эле-
ментарной ячейки и вторичной структуры — мо-
дуляции поверхности электронной плотности, по
крайней мере, в случае, изображенном на рис. 4б.

Причиной модуляционной неустойчивости,
формирующей самоподобные структуры могут
быть сдвиговые напряжения, обусловленные нели-
нейным взаимодействием первичной структуры
с несобственными возмущениями недивергент-
ного типа (подобными вихревым возмущениям,
рассмотренным в разделе 4.), которые вблизи
поверхности способны существенно усиливаться.
Наличие поверхности снимает проблему выясне-
ния природы нагрузок на элементарную ячейку
кристалла и подход [34,35] к описанию устойчи-
вости решетки может оказаться конструктивным.
Вместо одного устойчивого положения отдельного
атома в поверхностных слоях могут появиться
два и больше таких положений. Сдвиг атомных
слоев в глубине кристалла заметно ослабляется,
поэтому вблизи поверхности происходит нало-
жение однотипных периодических решеток друг
на друга с последующим поворотом одной из
них по отношению к более глубоко лежащей на
небольшой угол φ. Такие структуры носят назва-
ние структур Муара (Moire structures), причем
период крупномасштабной модуляции полностью
определяется углом поворота φ — с уменьшением
φ период растет3.

Несоответствие масштабов первичной структу-
ры (периода решетки) в плоскостях, касательных
к поверхности каждого из кристаллических сло-
ев, способно приводить к появлению нормальных к
этой поверхности напряжений вблизи границы кри-
сталла. Эти силы, действующие как в вертикаль-
ном, так и в горизонтальном (то есть, параллельно
макроскопической поверхности образца) направле-
ниях, могут при относительно низком уровне флук-
туаций реализовать некоторое равновесное состо-
яние. Это равновесное состояние должно иметь
определенную глубину вертикальной модуляции
поверхности кристалла, чтобы совместить масшта-
бы на поверхности и в объеме. Очевидно, форми-
рование пространственной модуляции поверхност-
ного слоя происходит в условиях воздействия бо-
лее слабого физического механизма, поэтому роль
флуктуаций, сопровождающих этот процесс, мо-

3Поверхностный слой кристалла может оказаться развер-
нут на небольшой угол относительно следующего за ним
слоя также из-за выхода на поверхность достаточного коли-
чества дислокаций одного знака [36,37]. При этом на поверх-
ности кристалла вполне может возникнуть, так называемая,
сверхрешетка, т.е. решетка, обладающая той же топологией,
что и основная, но имеющая больший период, зависящий от
угла разворота.
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Рис. 4. Топографические изображения участков высоко ориентированного графита при различном увеличе-

нии, полученные методом сканирующей туннельной микроскопии: a) – 1
0

A, a1 = 2.4
0

A, ha1 = 2
0

A, b1 = 1.4
0

A,
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0

A; б) – 10
0

A, a2 = 24.6
0

A, ha1 = 15.5
0
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0
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0

A; в) – 100
0

A, a3 = 234
0

A, ha1 = 25
0

A,

b1 = 146
0

A, hb1 = 14.7
0

A.

жет оказаться существенной. В некоторых случаях
флуктуации могут сорвать вторичную неустойчи-
вость, и глубокая вертикальная модуляция поверх-
ности может и не реализоваться. Таким образом,
в первом случае (рис. 4б) ε2 ∝ 10−1, а во втором
(рис. 4в) ε2 ∝ 10−2. Характерное время формиро-
вания регулярной поверхностной структуры, сле-
дует ожидать, соответственно в 10 и 100 раз пре-
вышает время формирования атомной структуры
графита.

При формировании монокристалла возникаю-
щая регулярная периодическая микроструктура —
атомная решетка кристалла в нелинейной среде
неустойчива и в объеме образца. Развитие этой
неустойчивости (т.е. вторичного, более слабого про-
цесса по сравнению с процессом формирования
решетки монокристалла) приводит к крупномас-
штабному регулярному смещению атомов от по-
ложений, характерных для совершенной решетки
(аналогу модуляционной неустойчивости). В ме-
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Рис. 5. Структуры Муара, возникающие при относительном повороте двух идентичных гексагональных
решеток относительно друг друга на а) 50 и б) 100.

стах наибольшего отклонения атомов происходит
пространственный сдвиг атомных рядов и появле-
ние характерных дефектов — дислокаций. Отно-
шение масштабов элементарной ячейки кристал-
ла и крупномасштабной дислокационной сетки —
сетки Франка, — порядка 10−4. Если предполо-
жить, что механизм формирования сетки Франка
подобен рассмотренным выше, то, следовательно,
ε2 ∝ 10−4. Можно также ожидать, что характерное
время формирования сетки Франка в 104 раз пре-
вышает время формирования регулярной атомной
решетки. В той же пропорции находятся и силы
взаимодействия, формирующие мелкомасштабную
и крупномасштабную структуры.

7. Заключение

Существование нелинейных структур в нерав-
новесных средах с высокими уровнями поглоще-
ния энергии в значительной степени обусловлено
конечным потоком энергии от её источников к сто-
кам, представляющим собой разные виды и меха-
низмы поглощения и потерь энергии, среди кото-
рых могут быть диссипация, конверсия одних ви-
дов возмущений в другие, а также излучение. Если
система (среда) находится вблизи и несколько вы-
ше порога неустойчивости, возбуждается достаточ-
но широкий спектр возмущений (мод), амплитуды
которого растут и отбирают энергию у источника
неравновесности. Это приводит к уменьшению ин-
крементов для мод, волновые числа которых на-
ходятся в центре интервала линейной неустойчи-
вости, и превращению инкрементов в декременты
для мод на периферии этого интервала. Постепен-
но спектр растущих мод сужается и превращает-
ся практически в линейчатый. Подобный механизм

конкуренции мод часто называют "истощением на-
качки".

Появление возмущений конечной амплитуды с
достаточно узким спектром приводит в значитель-
ном числе сред с кубической нелинейностью и вы-
соким уровнем поглощения, к развитию, так на-
зываемых, модуляционных неустойчивостей. При-
чем, порог модуляционной неустойчивости, во-
обще говоря, определяется некоторым критиче-
ским значением амплитуды и растет при увели-
чении спектральной ширины такого провоциру-
ющего неустойчивость возмущения. Модуляцион-
ные неустойчивости приводят к амплитудной моду-
ляции начального возмущения, причем простран-
ственный период модуляции обычно значительно
превышает период начального возмущения.

Результатом модуляционных неустойчивостей в
рассматриваемых условиях будет развитие двух бо-
ковых спектров рядом с возмущением конечной ам-
плитуды, причем волновые числа растущих мод бу-
дут или больше или меньше волнового числа ос-
новного возмущения, соответственно. Можно по-
казать, что и здесь существует малый параметр
— отношение инкремента модуляционной неустой-
чивости к декременту поглощения энергии возму-
щений. Столь же мало отношение амплитуд раз-
витых боковых спектров к амплитуде возмущения
конечной амплитуды, которое, собственно, и яви-
лось причиной развития модуляционной неустой-
чивости. Боковые спектры из-за конкуренции мод,
связанной с истощением накачки, также сужаются
и превращаются в линейчатые. Появление линей-
чатых спектров в результате развития модуляци-
онной неустойчивости в свою очередь создает усло-
вия для возникновения последующей неустойчиво-
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сти, которая также может быть названа модуляци-
онной.

Итак, в средах, находящихся вблизи порога
развития неустойчивостей, формируются развитые
структуры с высокой пространственной четкостью,
обусловленной их линейчатыми спектрами. Суще-
ствование узких спектров развитых неустойчиво-
стей обусловлено механизмами конкуренции мод,
возбуждаемых на линейной (начальной) стадии
процесса. Так как амплитуды возбуждаемых ко-
лебаний в слабонадпороговом случае остаются до-
статочно малыми, то их взаимодействием даже
в режиме развитой неустойчивости можно прене-
бречь, определяющими нелинейными процессами
будут взаимодействия с основной волной — вол-
ной накачки (для волновых сред) или с начальным
возмущением (для неволновых сред), которые под-
держиваются внешними источниками. В случае ма-
лого превышения над порогом таких неустойчиво-
стей, формирование аномально узких спектров раз-
витых структур приводит к возникновению каска-
дов неустойчивостей, формирующих самоподобные
структуры.

Поступила в редакцию 1 июня 2004 года
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