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Аннотация

В работе, на примере задач дифракции на решетке, состоящей из конечного числа бесконечно тонких лент, лежащих

в одной плоскости, описан новый прямой численно – аналитический метод решения парных интегральных уравнений

широкого класса краевых задач математической физики. Он основан на идее автора сведения парных интегральных

уравнений с интегралами Фурье к сингулярному интегральному уравнению первого рода на системе отрезков и по-

следующем его решении прямым численным методом с использованием интерполяционных квадратур. Рассмотрены

не только краевые задачи Дирихле и Неймана, а и задачи с третьим и четвертым граничными условиями на лен-

тах решетки. Развитый подход к решению задач дифракции на решетках был успешно использован при построении

математических моделей широкого класса краевых задач электродинамики, радиофизики, электроники.

Введение

В работе, на примере задач дифракции на решетке,
состоящей из конечного числа бесконечно тонких
лент, лежащих в одной плоскости, описан новый
прямой численно аналитический метод решения
парных интегральных уравнений широкого класса
краевых задач математической физики. Он осно-
ван на идее автора [1] сведения парных интеграль-
ных уравнений с интегралами Фурье к сингулярно-
му интегральному уравнению первого рода на си-
стеме отрезков и последующем его решении пря-
мым численным методом с использованием интер-
поляционных квадратур [2].

В дальнейшем, этот метод был использован для
решения ряда смешанных краевых задач матема-
тической физики [3-5], а примененный численный
метод существенно обобщен, что позволило постро-
ить эффективный метод приближенного решения
граничных сингулярных интегральных уравнений

(с ядрами Коши и Гильберта) широкого класса
краевых задач электродинамики на цилиндриче-
ских структурах [6-8]. Этот метод строго обоснован
в работах [9-11].

Задачам дифракции электромагнитных волн на
ограниченных решетках посвящено много работ.
Коротко о некоторых из них: в [12] с использова-
нием методов теории аналитических функций пар-
ные уравнения сводятся к интегральному уравне-
нию Фредгольма второго рода на всей оси, в [13]
для решения парных интегральных уравнений за-
дач дифракции электромагнитных волн на лентах
использован предложенный авторами подход с ис-
пользованием спектральных операторов рассеива-
ния; отметим также монографии [14-16], где инте-
гральные уравнения рассматриваемой задачи тео-
рии дифракции получены методами теории потен-
циала, а также работу [17], где численно аналити-
ческий метод основан на применении изощренной
техники работы с радами бесселевых функций. Об-
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зор работ по численным методам решения сингу-
лярных интегральных уравнений задач дифракции
можно найти в [14,16], а также недавно вышедшей
монографии [18].

Возвращаясь к содержанию настоящей работы,
отметим, что в первых двух пунктах описан новый
подход к решению парных интегральных уравне-
ний на примере парных уравнений классических
краевых задач электродинамики — дифракции H -
и E - поляризованных волн на решетках из конеч-
ного числа идеально проводящих бесконечно тон-
ких лент, лежащих в одной плоскости, причем как
ширины лент так и расстояния между ними про-
извольны [19,20] (см. также первую главу рабо-
ты [26]). Показано, что примененный метод све-
дения рассматриваемых задач к сингулярному ин-
тегральному уравнению первого рода на системе
отрезков позволяет аналогично решить более об-
щие парные уравнения, к которым приводят зада-
чи дифракции волн на решетках при наличии экра-
нов, а также для систем решеток, расположенных в
параллельных плоскостях. Показано, что получен-
ные результаты применимы и к задачам дифрак-
ции электромагнитных волн на системах щелей в
идеально проводящих бесконечно тонких экранах.

В третьем и четвертом пунктах впервые полу-
чено решение третьей и четвертой краевых задач
дифракции на решетках в форме сингулярного ин-
тегрального уравнения того же вида, что и в опи-
санных выше классических задачах. Это позволяет
рассматривать проблемы дифракции на решетках
из ”импедансных” и анизотропных пленок.

Пятый и шестой пункты посвящены описанию
численного решения полученного сингулярного ин-
тегрального уравнения первого рода на системе
отрезков при естественных дополнительных усло-
виях. Изложенный в настоящей работе численно
аналитический метод оказался наиболее эффектив-
ным как раз в том случае, когда он наиболее необ-
ходим — в резонансном диапазоне.

В заключение отметим, что развитый здесь под-
ход к решению задач дифракции на ограниченных
решетках был успешно применен при построении
математических моделей широкого класса краевых
задач электродинамики, радиофизики, электрони-
ки [25-29].

1. Постановка задач, парные

интегральные уравнения.

Решетка состоит из m непересекающихся лент, рас-
положенных в одной плоскости. Выберем декар-
тову систему координат так, чтобы ось Ox была
параллельна ребрам, а ось Oz — перпендикулярна
плоскости решетки (рис. 1).

Сечение решетки плоскостью yOz изображено на

Рис. 1. Ограниченная ленточная решетка.

рис. 2.

Рис. 2. Сечение решетки плоскостью yOz.

Обозначим Λ — множество точек пересечения
этой плоскости с решеткой

Λ = {(x, y, z) ∈ R
3 : x = 0, y ∈ L, z = 0},

где

L =

m
⋃

p=1

Lp, Lp = (ap, bp),

−∞ < a1 < b1 < · · · < am < bm < +∞.

Введем еще обозначение для дополнения множе-
ства L до всей оси R

CL = R \ L.

Рассматриваются двумерные задачи об устано-
вившихся колебаниях электромагнитного поля

~E(x, y)e−iωt, ~H(x, y)e−iωt.

Оно представлено в виде суперпозиции двух линей-
но поляризованных вдоль оси Ox полей, а соответ-
ствующие проблемы дифракции приводят к крае-
вым задачам для уравнения Гельмгольца

4 w + k2w = 0,

w = w(x, y), (y, z) ∈ Λ, (1.1)

k =
ω

c
— волновое число, с условием Дирихле на

идеально проводящих лентах

w|Λ = 0 (1.2)
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в случае E - поляризации (w = Eполн
x ) и с условием

Неймана
∂w

∂z

∣

∣

∣

Λ
= 0 (1.3)

в случае H - поляризации (w = Hполн
x ).

Здесь введены обозначения для x - вых составля-
ющих полного поля. Полное поле представляют в
виде суперпозиции ”падающего” поля wпад (задан-
ное решение уравнения Гельмгольца во всем про-
странстве), а также ”рассеянного” поля w+ над ре-
шеткой (при z > 0) и ”дифрагированного” w− под
решеткой (при z < 0).

Терминология связана с важным частным слу-
чаем рассматриваемой задачи: дифракция плоской
монохроматической волны, наклонно падающей на
решетку из верхнего полупространства (угол паде-
ния равен α, см. рис. 2)

wпад = ei(ky sin α−kz cos α). (1.4)

Поскольку w±, z ≷ 0 удовлетворяют уравнению
Гельмгольца соответственно в верхней и нижней
полуплоскостях, для w± имеем Фурье - представ-
ление

w± =

∞
∫

−∞

C±(λ)eiλy∓γ(λ)zdλ, z ≷ 0, (1.5)

где

γ(λ) =
√

λ2 − k2, Reγ ≥ 0, Imγ ≤ 0 (1.6)

(такой выбор ветви радикала соответствует усло-
виям излучения).

Для того, чтобы полное поле удовлетворяло
уравнению (1.1) всюду вне лент должны выпол-
няться условия сопряжения в ”щелях”

w+(y, 0) = w−(y, 0), y ∈ CL, (1.7)

∂w+

∂z
(y, 0) =

∂w−

∂z
(y, 0), y ∈ CL. (1.8)

Граничное условие для полного поля на лентах
имеет вид

w±(y, 0) = −wпад(y, 0), y ∈ L (1.9)

в случае E - поляризации, и

∂w±

∂z
(y, 0) = −∂wпад

∂z
(y, 0), y ∈ L (1.10)

в случае H - поляризации.
Наконец, условия Майкснера на ребре определя-

ют класс решений рассматриваемых задач (см. п.п.
2,3).

В случае H - поляризации положим в представ-
лении (1.5)

C+(λ) = −C−(λ) = C(λ)

и потребуем, чтобы

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL,

тогда условия сопряжения (1.7) и (1.8) будут вы-
полнены. Наконец, граничное условие Неймана
(1.10) на лентах будет выполнено, если

∞
∫

−∞

γ(λ)C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ L.

Таким образом задача Неймана сведена к парному
уравнению

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL, (1.11)

∞
∫

−∞

γ(λ)C(λ)eiλydλ = f(y), y ∈ L, (1.12)

где

f(y) =
∂wпад

∂z
(y, 0), y ∈ L.

В случае E - поляризации в представлении (1.5)
положим

γ(λ)C+(λ) = γ(λ)C−(λ) = C(λ),

и действуя так, как в предыдущем случае, сведем
задачу Дирихле к парному уравнению

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL, (1.13)

∞
∫

−∞

C(λ)eiλy dλ

γ(λ)
= f(y), y ∈ L, (1.14)

где
f(y) = −wпад(y, 0), y ∈ L.

В заключение этого пункта покажем, что зада-
ча дифракции волн на конечном числе щелей в
плоском бесконечно тонком идеально проводящем
экране (см. рисунки 3 и 4) приводят к тем же пар-
ным уравнениям, что и рассмотренные выше зада-
чи дифракции волн на ограниченной решетке.

В самом деле, обозначим w0 = w0(y, z) — задан-
ное решение уравнения Гельмгольца при z > 0, удо-
влетворяющее при z = 0 (и всех y ∈ R) граничному
условию вида (1.2) в случае E - поляризации, или
(1.3) в случае H - поляризации, и будем искать пол-
ное поле в виде

w =

{

w0 + w+, z > 0,

w−, z < 0,
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Рис. 3. Плоский экран с конечным числом щелей.

Рис. 4.

причем для w±, z ≷ 0 имеем Фурье - представления
(1.5).

В случае E - поляризации положим в (1.5)
C+(λ) = C−(λ) = C(λ), а для нахождения
C(λ) имеем парное интегральное уравнение (1.11)
- (1.12), где следует положить

f(y) =
1

2

∂w0

∂z
(y, 0), y ∈ L.

В случае H - поляризации C(λ) = −γ(λ)C+(λ) =
γ(λ)C−(λ), и для C(λ) имеем парное интегральное
уравнение (1.13) - (1.14), где

f(y) = w0(y, 0), y ∈ L.

Переходя к построению строгой теории решения
полученных парных уравнений, прежде всего пока-
жем, что каждое из них в соответствующем функ-
циональном классе эквивалентно СИУ на системе
отрезков.

2. Вывод сингулярного инте-

грального уравнения СИУ в

случае H - поляризации.

Рассматривается парное интегральное уравнение
(1.11) — (1.12). Введем в рассмотрение функцию

F (y) =
∂w+

∂y
(y, 0) =

∞
∫

−∞

iλC(λ)eiλydλ, y ∈ R. (2.1)

Из уравнения (1.11) w+(y, 0) = 0, y ∈ CL следует

F (y) = 0, y ∈ CL (2.2)

и

∫

Lq

F (ξ)dξ = w+(bq) − w+(aq) = 0,

q = 1, ...,m. (2.3)

Из условий на ребре следует, что сужение функции
∂w+

∂y
(y, 0) на отрезок Lq (обозначим эту функцию

Fq(y), aq < y < bq) представимо в виде

Fq(y) =
vq(y)

√

(y − aq)(bq − y)
, y ∈ Lq, q = 1, ...,m,

(2.4)
где vq(y), aq ≤ y ≤ bq — ограниченная функция.

Введем в рассмотрение класс D0 функций
F (y), y ∈ R сужение которых на Lq представимо
в виде (2.4), где vq(y), aq ≤ y ≤ bq — непрерыв-
ная по Гельдеру функция; и выполняются условия
(2.2), (2.3).

Используя формулу обращения для преобразова-
ния Фурье, из определения F (y), y ∈ R (2.1) для
F ∈ D0 получаем:

C(λ) =
1

2πi

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

λ
dξ, λ ∈ R. (2.5)

Обратно, для любой функции F ∈ D0, функция
C(λ), найденная по формуле (2.5), удовлетворяет
уравнению (1.11).

Покажем теперь, что уравнение (1.12), где C(λ)
имеет вид (2.5), в классе D0 эквивалентно СИУ на
системе отрезков относительно функции F (y), y ∈
L. Для этого перепишем уравнение (1.12) в виде

∞
∫

−∞

|λ|C(λ)eiλydλ −
∞
∫

−∞

(|λ| − γ(λ))C(λ)eiλydλ =

= f(y), y ∈ L. (2.6)

Первый интеграл выразим через F (y), y ∈ L, ис-
пользуя параметрическое представление преобра-
зования Гильберта [21]

G(y) =

∞
∫

−∞

g(λ)eiλydλ, y ∈ R. (2.7)

1

π

∞
∫

−∞

G(ξ)dξ

ξ − y
=

∞
∫

−∞

g(λ)
|λ|
λ

eiλydλ, y ∈ R. (2.8)

(справедливость которого вытекает из теоремы
Рисса [21,22] для G(y) ∈ Lp(R), p > 1). В самом
деле, F (y) = 0, y ∈ CL, а из представления (2.4)
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следует, что F (y) ∈ Lp для любого p < 2, так что
имеем

F (y) =

∞
∫

−∞

iλC(λ)eiλydλ,

1

π

∞
∫

−∞

F (ξ)
dξ

ξ − y
= −

∞
∫

−∞

|λ|C(λ)eiλydλ. (2.9)

Второй интеграл в (2.6) преобразуем, подставляя
представление для C(λ) (2.5) и применяя теорему
Фубини

∞
∫

−∞

(|λ| − γ(λ))C(λ)eiλydλ =

=
1

π

∫

L

F (ξ)dξ

∞
∫

−∞

(|λ| − γ(λ))
eiλ(y−ξ) − eiλy

2iλ
dλ =

=
1

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ, (2.10)

где

K(x) =

∞
∫

0

(λ − γ(λ))
sin λx

λ
dλ. (2.11)

Подставим найденные выражения (2.9) и (2.10) в
(2.6). Имеем СИУ для F (y), y ∈ L

1

π
V.P.

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

1

π

∫

L

K(y−ξ)F (ξ)dξ = −f(y), y ∈ L

(2.12)
причем F (ξ), ξ ∈ L ищем в классе функций, пред-
ставимых в виде (2.4) и удовлетворяющих m до-
полнительным условиям (2.3).

Однозначная разрешимость СИУ (2.12) в классе
D0 следует из его эквивалентности парному инте-
гральному уравнению (1.11) — (1.12), а потому и
исходной краевой задаче.

В заключение опишем более общую ситуацию,
которая возникает во многих конкретных задачах
о дифракции H - поляризованной волны на огра-
ниченных структурах из тонких лент и экранов.

Рассматривается парное уравнение

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL, (2.13)

∞
∫

−∞

γ(λ)V (γ)C(λ)eiλydλ = f(y), y ∈ L, (2.14)

где V (γ), λ ∈ R заданная достаточно гладкая функ-
ция, такая, что существует отличный от нуля пре-
дел

lim
γ→+∞

V (γ) ≡ V (∞) 6= 0 (2.15)

и абсолютно сходится интеграл

K(x) =

∞
∫

0

(λV (∞) − γV (γ))
sin λx

λ
dλ, (2.16)

причем K(x) ∈ Cr,α (класс r раз непрерывно диф-
ференцируемых функций, причем r-ая производ-
ная удовлетворяет условию Гельдера с показателем
α, 0 < α ≤ 1). В частном случае, когда V (γ) ≡ 1,
парное уравнение (2.13) - (2.14) было изучено вы-
ше. Действуя так же как в этом частном случае
и используя свойства функции V (γ), λ ∈ R (2.15),
(2.16) получим следующий результат.

Пусть функция F (y), y ∈ L, принадлежащая
классу D0 (сужение F (y) на Lq функция Fq(y)
представима в виде (2.4), где vq(y) ∈ C0,α(Lq),
q = 1, ...,m; и выполняются дополнительные усло-
вия (2.3) является решением СИУ

V (∞)

π
V P

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

1

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ =

= −f(y), y ∈ L (2.17)

здесь константа V (∞) определена равенством
(2.15), а гладкая функция K(x) — равенством
(2.16).

Тогда функция C(λ), λ ∈ R (2.5)

C(λ) =
1

2πi

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

λ
dξ

является решением парного уравнения (2.13) —
(2.14).

3. Вывод сингулярного инте-

грального уравнения в слу-

чае E — поляризации.

Приступая к выводу СИУ эквивалентного парному
интегральному уравнению (1.13) — (1.14), обозна-
чим

F (y) = w+(y, 0) =

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ, y ∈ R. (3.1)

В силу (1.13)

F (y) = 0, y ∈ CL. (3.2)

В соответствии с условиями на ребре, будем искать
функцию F (y), y ∈ L в классе функций, сужение
которых на Lq представимо в виде (2.4). Ясно, что
F (y) ∈ Lp(R) при 1 ≤ p < 2, и из (3.1) с учетом
(3.2) получаем представление для C(λ), λ ∈ R через
искомую функцию F (ξ), ξ ∈ L

C(λ) =
1

2π

∫

L

F (ξ)e−iλξdλ, λ ∈ R. (3.3)
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Подставляя выражение (3.3) в левую часть урав-
нения (1.4) и учитывая, что функции F (ξ), ξ ∈ R

и
eiλy

√
λ2 − k2

, λ ∈ R

принадлежат Lp при любом 1 < p < 2, воспользу-
емся равенством Парсеваля [22] и поменяем поря-
док интегрирования. Имеем

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλγ(λ) =

∫

L

Q(|y − ξ|)F (ξ)dξ, (3.4)

где

Q(|x|) =
i

π

k
∫

0

cos λx√
k2 − λ2

dλ +
1

π

∞
∫

k

cos λx√
λ2 − k2

dλ,

и, используя интегральные представления [23]
Пуассона для функций Бесселя с индексом нуль

J0(x) =
2

π

1
∫

0

cos xt√
1 − t2

dt

и Мелера - Сонина для функции Неймана с нуле-
вым индексом и положительным аргументом

Y0(x) = − 2

π

∞
∫

1

cos xt√
t2 − 1

dt, x > 0,

окончательно получаем интегральное уравнение
первого рода для искомой функции

i

2

∫

L

H(1)
0 (k|y − ξ|)F (ξ)dξ = f(y), y ∈ L (3.5)

с ядром, имеющим логарифмическую особенность:
здесь H(1)

0 (x) — функция Ханкеля первого рода, ин-

декса нуль. Учитывая, что d
dx
H(1)

0 (x) = −H(1)
1 (x),

получаем: уравнение (3.5) в рассматриваемом клас-
се функций эквивалентно СИУ

1

2i
V P

∫

L

kH(1)
1 (k|y − ξ|) |y − ξ|

y − ξ
F (ξ)dξ =

= f
′

(y), y ∈ L (3.6)

с m дополнительными условиями

1

2i
V P

∫

L

H(1)
0 (k|yq − ξ|)F (ξ)dξ =

= f(yq), q = 1, ...,m, (3.7)

где yq произвольная фиксированная точка интер-
вала Lq, а из представления для функции Ханкеля

H(1)
1 (x) первого рода, индекса один следует, что

ki

2
H(1)

1 (k|x|) |x|
x

=
1

π

1

x
+ G(x),

где G(x) — гладкая функция. Проведенный вывод
СИУ существенно использует конкретные пред-
ставления цилиндрических функций и неприменим
для более общих парных уравнений, встречающих-
ся в теории дифракции E - поляризованной волны
на ограниченных ленточных структурах при нали-
чии экранов, а также при решении родственных за-
дач дифракции акустических волн.

При рассмотрении более общего парного урав-
нения можно воспользоваться идеей выделения
сингулярного слагаемого в ядре, предложенного в
предыдущем параграфе. Рассматривается парное
интегральное уравнение

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL, (3.8)

∞
∫

−∞

C(λ)eiλyV (γ)
dλ

γ
= f(y), y ∈ L, (3.9)

где гладкая функция V (γ) обладает такими свой-
ствами: существует предел

lim
γ→+∞

V (γ) ≡ V (∞) 6= 0 (3.10)

и интеграл

K(x) =

∞
∫

0

(V (∞) − λ

γ(λ)
V (γ)) sin λxdλ (3.11)

абсолютно сходится.
Заметим, что изученное выше парное уравнение

(1.13) — (1.14) является частным случаем рассмат-
риваемого при V (γ) ≡ 1. Очевидно, что условия
(3.10) и (3.11) выполнены, причем модуль подинте-
гральной функции в (3.11) удовлетворяет асимпто-
тическому условию

1 − λ

γ(λ)
∼ k2

2λ2
, λ → +∞.

Приступая к доказательству эквивалентности пар-
ного уравнения (3.8) — (3.9) СИУ с дополнитель-
ными условиями введем, как и выше, функцию

F (y) =

∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ, y ∈ R, (3.12)

удовлетворяющую условиям (2.4) и равную нулю
вне L. Тогда (3.12) эквивалентно такому представ-
лению для C(λ), λ ∈ R

C(λ) =
1

2π

∫

L

F (ξ)e−iλξdξ. (3.13)

Далее, уравнение (3.9) эквивалентно уравнению

∞
∫

−∞

C(λ)eiλyV (γ)
iλdλ

γ(λ)
= f

′

(y), y ∈ L, (3.14)
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с m дополнительными условиями

∞
∫

−∞

C(λ)eiλyqV (γ)
dλ

γ(λ)
= f(yq), q = 1, ...,m, (3.15)

где yq — произвольная фиксированная точка ин-
тервала Lq.

Функциональный класс D, в котором будем ра-
ботать, определим следующим образом: сужение
Fq(y) функции F (y) из Lq представимо в виде

Fq(y) =
vq(y)

√

(y − aq)(bq − y)
, aq < y < bq, (3.16)

где vq(y), aq ≤ y ≤ bq функция непрерывная по
Гельдеру, и выполняются условия F (y) = 0, y ∈
CL;

∫

L

Q(|yq − ξ|)F (ξ)dξ = f(yq), q = 1, ...,m, (3.17)

где

Q(|x|) =
1

π

∞
∫

0

V (γ)
cos λx

γ(λ)
dλ,

которые в классе D эквивалентны соотношени-
ям (3.15) и получаются, как и выше, подстанов-
кой в них выражения (3.13) с последующей пе-
ременой порядка интегрирования (здесь F (y) ∈
Lp(R), V (γ)

γ
∈ Lp(R), 1 < p < 2).

Перепишем уравнение (3.14) в виде

V (∞)

∞
∫

−∞

C(λ)i
|λ|
λ

eiλydλ+

+ i

∞
∫

−∞

(

λ

γ
V (γ) − λ

|λ|V (∞)

)

C(λ)eiλydλ =

= f ′(y), y ∈ L. (3.18)

Из параметрического представления преобразова-
ния Гильберта (2.7) — (2.8) с учетом (3.8) имеем

∞
∫

−∞

C(λ)i
|λ|
λ

eiλydλ =
1

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
.

Второй интеграл в (3.18) тождественно преобразу-
ем, используя представление (3.13) для C(λ), λ ∈ R

и, применяя теорему Фубини

i

∞
∫

−∞

(
λ

γ
V (γ) − λ

|λ|V (∞))C(λ)eiλydλ =

=

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ, (3.19)

где

K(x) =

∞
∫

0

(

λ

|λ|V (∞) − λ

γ
V (γ)

)

sin λxdλ. (3.20)

Подставляя полученное тождество в (3.18), полу-
чаем СИУ

V (∞)

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
− 1

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ =

= f ′(y), y ∈ L (3.21)

решение которого ищем в классе D.
Сформулируем полученные результаты в такой

форме.
Пусть функция F (y), y∈L, принадлежащая

классу D (выполняются условия (3.16), (3.17)),
является решением сингулярного интегрального
уравнения (3.20). Тогда решение парного инте-
грального уравнения (3.8) — (3.9) выражается по
формуле (3.13) через F (y), y∈L.

И, обратно, если C(λ) — решение парного урав-
нения (3.8) — (3.9) такое, что функция F (y) ≡
∞
∫

−∞

C(λ)eiλydλ, принадлежит классу D, то эта

функция удовлетворяет уравнению (3.20).
Оба результата, для краткости, будем формули-

ровать так: парное интегральное уравнение (3.8) —
(3.9) в классе функций D эквивалентно сингуляр-
ному интегральному уравнению (3.20).

4. Третья краевая задача.

Построенная выше теория парных интегральных
уравнений, к которым приводят задачи Неймана
и Дирихле позволяет свести третью и четвертую
краевые задачи для уравнения Гельмгольца в рас-
сматриваемых областях также к СИУ первого рода
на системе отрезков. Поскольку речь идет о кон-
кретных задачах — ограничимся формальным вы-
водом граничных уравнений. Настоящий параграф
посвящен третьей краевой задаче: вместо гранич-
ного условия (1.2) или (1.3) на лентах должна обра-
щаться в нуль линейная комбинация полного поля
и его нормальной производной

α
∂w

∂z
+ βw

∣

∣

∣

λ
= 0, αβ 6= 0, (4.1)

где α и β — заданные комплексные константы, при-
чем соответствующая краевая задача для уравне-
ния Гельмгольца однозначно разрешима.

Полное поле ищем в виде

w = w + w±, z ≶ 0, (4.2)

где для w± имеем Фурье–представления (1.5), при-
чем всюду вне лент выполняются условия сопря-
жения в ”щелях” (1.7) и (1.8), а граничное условие
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на лентах (4.1) принимает вид

α
∂w+

∂z
(y, 0) + βw+(y, 0) =

= α
∂w−

∂z
(y, 0) + βw−(y, 0) = f(y), y∈L, (4.3)

где

f(y) = −
(

α
∂w

∂z
(y, 0) + βw(y, 0)

)

, y∈L.

В терминах Фурье–представлений соотношения
(1.7), (1.8) записываются так:

∞
∫

−∞

(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ = 0, y∈CL, (4.4)

∞
∫

−∞

γ(λ)
(

C+(λ)+C−(λ)
)

eiλydλ = 0, y∈CL. (4.5)

Из (4.3) — (4.5) следует, что

αγ
(

C+(λ) + C−(λ)
)

= β
(

C+(λ) − C−(λ)
)

, λ∈R.

(4.6)
Далее введены обозначения:

U(y) =

∞
∫

−∞

(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ, y∈R, (4.7)

F (y) = U
′

(y) =

∞
∫

−∞

iλ
(

C+(λ)−C−(λ)
)

eiλydλ, y∈R,

(4.8)

G(y) =

∞
∫

−∞

γ
(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλydλ, y∈R. (4.9)

В силу (4.4)

U(y) = 0, y ∈ CL (4.10)

F (y) = 0, y ∈ CL (4.11)

bq
∫

aq

F (ξ)dξ = 0, q = 1, ...,m. (4.12)

Наконец, из (4.6) следует, что

αG(y) = βU(y), y∈R. (4.13)

Для выполнения условий Майкснера требуем, что-
бы искомая функция F (y), y∈L принадлежа-
ла функциональному классу определяемому пред-
ставлениями (2.4).

Переходя к выводу, СИУ перепишем краевое
условие (4.3) в терминах Фурье–представлений

− α

∞
∫

−∞

γ
(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ+

+ β

∞
∫

−∞

(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλydλ =

= 2f(y), y∈L. (4.14)

Используя результаты, полученные в п.п.2 и 3 вы-
пишем представления для интегралов, входящих в
(4.14), содержащие введенные выше функции F (ξ),
ξ∈L и G(ξ), ξ∈L

− α

∞
∫

−∞

γ
(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ =

=
α

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

α

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ, (4.15)

где K(x) определено формулой (2.11),

∞
∫

−∞

(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλydλ =

=

∞
∫

−∞

γ
(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλy dλ

γ
=

=
i

2

∫

L

H(1)
0 (k|y − ξ|)G(ξ)dξ.

Теперь уравнение (4.14) с учетом (4.13) можно пе-
реписать так

α

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

α

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ

+
iβ2

2α

∫

L

H(1)
0 (k|y − ξ|)U(ξ)dξ =

= 2f(y), y ∈ L.

Далее, интегрируя в последнем интеграле по ча-
стям и учитывая (4.9), получаем окончательно
СИУ для функции F (ξ), ξ∈L

1

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

1

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ+

+
iβ2

2α2

∫

L

K1(y, ξ)F (ξ)dξ =
2

α
f(y), y∈L, (4.16)

где

K1(y, ξ) =

ξ
∫

0

H(1)
0 (k|y − τ |)dτ, (4.17)
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причем, K1(y, ξ) принадлежит гельдеровскому
классу с любым показателем, меньшим единицы.

Решение СИУ первого рода (4.16) следует искать
в классе функций, определяемом условиями (4.12)
и представлениями (2.4).

Таким образом, показано, что и третья краевая
задача сводится к решению СИУ того же типа, что
и первая, в том же функциональном классе.

В заключение заметим, что второй интеграл в
(4.14) можно преобразовать непосредственно, ис-
пользуя выражение для

C+(λ) + C−(λ) (4.18)

C+(λ) + C−(λ) =
β

α
· C+(λ) − C−(λ)

γ(λ)
(4.19)

и явное выражение для C+(λ)−C−(λ) , λ∈R, выте-
кающее из определения (4.8) и свойств (4.11), (4.12)

C+(λ) − C−(λ) =
1

2πi

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

λ
dξ. (4.20)

Имеем

β

∞
∫

−∞

(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλydλ

=
β2

α

∞
∫

−∞

(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλy dλ

γ(λ)
=

=
β2

πα

∫

L

F (ξ)dξ

∞
∫

−∞

eiλ(y−ξ) − eiλy

2iλ

dλ

γ(λ)

=
β2

πα

∫

L

K3(y − ξ)F (ξ)dξ,

где

K3(x) =

∞
∫

0

sin λx

λ

dλ

γ(λ)
. (4.21)

Так что уравнение (4.16) можно записать и в такой
форме

1

π
V P

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − y
+

1

π

∫

L

K(y − ξ)F (ξ)dξ +

+
β2

πα2

∫

L

K3(y − ξ)F (ξ)dξ =
2

α
f(y), y∈L.

После того, как СИУ с дополнительными услови-
ями будет решено, искомые функции C+(λ), C−(λ),
λ∈R могут быть найдены из (4.6) и (4.18).

5. Четвертая краевая задача.

Рассмотрим граничную задачу для уравнения
Гельмгольца с условием: на лентах задана ли-
нейная комбинация нормальной и тангенциальной

производных полного поля:

α
∂w

∂z
+ δ

∂w

∂y

∣

∣

∣

Λ
= 0 (5.1)

где α и δ – заданные константы, причем α 6= 0.

Ограничимся формальным выводом граничного
интегрального уравнения.

Как и в предыдущем параграфе, полное поле
ищем в виде (4.2), (1.5).

Всюду вне лент при z = 0 выполняются условия
сопряжения (1.7) и (1.8), а граничное условие (5.1)
на лентах можно записать в виде

α
∂w+

∂z
(y, 0) + δ

∂w+

∂y
(y, 0) =

= α
∂w−

∂z
(y, 0) + δ

∂w−

∂y
(y, 0) = f(y), y∈L (5.2)

где положено

f(y) = −
(

α
∂w

∂z
(y, 0) + δ

∂w

∂y
(y, 0)

)

, y∈L.

В терминах Фурье–представлений условия сопря-
жения выписаны в п.4, формулы (4.4), (4.5), а гра-
ничное условие (5.2) перепишем в виде

− α

∞
∫

−∞

C+(λ)γ(λ)eiλydλ+

+ δ

∞
∫

−∞

C+(λ)iλeiλydλ =

= α

∞
∫

−∞

C−(λ)γ(λ)eiλydλ+

+ δ

∞
∫

−∞

C−(λ)iλeiλydλ = f(y), y∈L. (5.3)

Из (4.4), (4.5), (5.3) вытекает, что

αγ(λ)
(

C+(λ) + C−(λ)
)

=

= δiλ
(

C+(λ) − C−(λ)
)

, λ∈R. (5.4)

Как и в п.4, введем в рассмотрение функции U(y)
и F (y), y∈L, определяемые формулами (4.7)–(4.8).
Эти функции удовлетворяют условиям (4.10)–
(4.12).

Переходя к выводу граничного интегрального
уравнения, перепишем краевое условие (5.2) в тер-
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минах Фурье–представлений

− α

∞
∫

−∞

γ(λ)
(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ+

+ δ

∞
∫

−∞

iλ
(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλydλ =

= 2f(y), y∈L

и, с учетом (5.4), придадим ему такой вид

(α2 + δ2)

∞
∫

−∞

γ(λ)
(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλydλ+

+ k2δ2

∞
∫

−∞

(

C+(λ) + C−(λ)
)

eiλy dλ

γ(λ)
=

= −2αf(y), y∈L.

Первый интеграл выражается через F (ξ), ξ∈L по
формуле (4.15), а второй, используя соображения,
изложенные в п.п.3 и 4, выразим через U(ξ), ξ∈L

следующим образом

∞
∫

−∞

(

C+(λ) − C−(λ)
)

eiλy dλ

γ(λ)
=

=
i

2

∫

L

H(1)
0 (k|y − ξ|)U(ξ)dξ =

= − i

2

∫

L

K1(y, ξ)F (ξ)dξ,

где K1(y, ξ) выражается по формуле (4.17) через
функцию Ханкеля первого рода, индекса нуль.
Окончательно уравнение (5.5) примет такой вид

α2 + δ2

π
V P

∫

L

F (ξ)dξ

y − ξ
+

α2 + δ2

π

∫

L

K(y−ξ)F (ξ)dξ+

+
k2δ2

2i

∫

L

K1(y, ξ)F (ξ)dξ =

= −2αf(y), y ∈ L, (5.5)

где K и K1, заданные гладкие функции, определен-
ные выше выражениями (2.11) и (4.17), соответ-
ственно. Это СИУ решается при дополнительных
условиях (4.12).

6. Схема численного решения

СИУ на системе отрезков.

Все задачи, встретившиеся нам до сих пор, были
сведены к СИУ

1

π

∫

L

Q(y, ξ)F (ξ)dξ = f(y), y∈L, (6.1)

где L — объединение непересекающихся отрезков
Lq = [aq, bq], q = 1, · · · ,m; f(y), y∈L — заданная
гладкая функция;

Q(y, ξ) =
1

ξ − y
+ K(y, ξ)

причем, K(y, ξ), y∈L, ξ∈L — заданная непрерывная
по Гельдеру функция.

Решение этого уравнения на каждом из интерва-
лов Lq ищется в виде

F (ξ)
∣

∣

∣

Lq

= fq(ξ) =
vq(ξ)

√

(ξ − aq)(bq − ξ)
, aq < ξ < bq

(6.2)
причем должен выполняться один из двух наборов
дополнительных условий

bq
∫

aq

F (ξ)dξ = 0, q = 1, ...,m (6.3)0

или
∫

L

Φp(ξ)F (ξ)dξ = Cp, p = 1, ...,m, (6.3)

где

Φp(ξ) = ln |ξ − yp| + hp(ξ),

yp∈Lp — фиксированное число, а hp(z), ξ∈L —
непрерывная по Гельдеру функция.

6.1. Остановимся сначала на задаче (6.1), (6.3)0.
Численное решение было предложено в работе [2]
(см. также монографию [17]).

Вводятся отображения

gp : (−1, 1) −→ Lp : t 7−→ ξ =

=
bp − ap

2
t +

bp + ap

2
, p = 1, ...,m

и для дискретизации уравнения (6.1) и допол-
нительного условия (6.3) используются гауссовы
квадратуры. Имеем систему линейных алгебраиче-
ских уравнений (СЛАУ) для определения прибли-
женных значений функции vq(ξ) в представлении

(6.2) для Fq(ξ) = F (ξ)
∣

∣

∣

Lq

, q = 1, ...,m

m
∑

q=1

nq
∑

i=1

Q
(

y
npi

pj , ξnq

q

)

vnq

q (ξ
nq

qi )
1

nq

=

= f(y
np

pj ), j = 1, ..., np − 1 (6.4)

np
∑

i=1

vnp

p (ξ
np

pi ) = 0, (j = np), p = 1, 2, ...,m (6.5)
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где n1, ..., nm — заданные натуральные числа,

ξ
nq

qi = gq(t
nq

i ), t
nq

i = cos
2i − 1

2nq

π, i = 1, ..., nq

y
nq

pj = gp(t
np

0j ), t
np

oj = cos
j

np

π,

j = 1, ..., np − 1; q, p = 1, ...,m.

СЛАУ содержит (n1 − 1) + · · · + (nm − 1) + m =
n1 + · · ·+nm уравнений относительно n1 + · · ·+nm

неизвестных v
nq

q (ξ
nq

qi ), i = 1, ..., nq, q = 1, ...,m —
”n–ому приближении” искомых функций vq(ξ) (вы-
численному в узлах интерполирования), определя-
емому вектором n = (n1, ..., nm) с целочисленными
компонентами nq, равными числу узлов на соответ-
ствующем отрезке Lq.

6.2. В случае, когда строится численное реше-
ние задачи (6.1), (6.3) (со вторым набором допол-
нительных условий, см. [10], [11]), дискретизация
дополнительных условий производится с использо-
ванием квадратурной формулы интерполяционно-
го типа

1

π

1
∫

−1

p(t) ln |t − t0|
dt√

1 − t2
=

= − 1

n

n
∑

i=1

p(tni )
(

ln 2 + 2

n−1
∑

r=1

1

r
Tr(t

n
i )Tr(t0)

)

t0∈(−1, 1),

где p(t) — алгебраический многочлен степени n−1.
В этом случае в дополнение к (n1 − 1) + · · · +

(nm − 1) линейным алгебраическим уравнениям
(6.4) имеем вместо (6.5) еще m уравнений (резуль-
тат дискретизации условий (6.3)).

m
∑

q=1;q 6=p

nq
∑

i=1

1

nq

Φp(ξ
nq

qi )vnq

q (ξ
nq

qi )+

+

np
∑

i=1

1

np

(

hp(ξ
np

pi ) + ln
bp − ap

4
−

− 2

np−1
∑

i=1

1

r
Tr(t

np

i )Tr

(2yp − bp − ap

bp − ap

))

vnp

p (ξ
np

pi ) = Cp

p = 1, · · · ,m.

6.3. При вычислении коэффициентов СЛАУ, кро-
ме значений элементарных и ”хорошо табулирован-
ных” специальных функций [24], возникает необ-
ходимость вычислить с достаточно высокой точно-
стью приближенные значения интегралов вида

K(x) =

∞
∫

0

(

V (∞)λ − V (γ)γ
) sinλx

λ
dλ (6.6)

(где V (γ) — гладкая функция, причем при γ → +∞
V (γ) ∼ V (∞) + C1

γ2 + C2

γ4 + · · · ).

Возможности ”ускорения сходимости” несоб-
ственных интегралов такого типа рассмотрим на
примере важнейшего частного случая (при V (γ) ≡
1 ).

K0(x) =

∞
∫

0

(λ − γ(λ))
sin λx

λ
dλ. (6.7)

Воспользуемся выражением через интегральный
косинус [24] такого интеграла

I2(x) =

∞
∫

x

sin t

t2
dt =

sin x

x
− Ci(x), x > 0.

Имеем при x > 0

xK0(x) =

kx
∫

0

(t + i
√

(kx)2 − t2)
sin t

t
dt +

kx

2
sin kx −

− (kx)2

2
Ci(kx) +

∞
∫

kx

b(t) sin tdt,

где

b(t) = 1 −

√

1 −
(

kx

t

)2

− 1

2

(

kx

t

)2

=

=
1

8

(

kx

t

)4

+

∞
∑

m=3

(2m − 3)!!

(2m)!!

(

kx

t

)2m

, t > kx,

и речь идет о вычислении последнего интеграла.
Пусть n∈N такое, что πn > kx. Тогда

∞
∫

kx

b(t) sin tdt =

πn
∫

kz

b(t) sin tdt + rn,

а для rn имеет место оценка

rn <

π(n+1)
∫

πn

b(t)dt <
π

8

( kx

πn

)4

+ O
(
∣

∣

∣

kx

πn

∣

∣

∣

6)

.

Дальнейшее ”ускорение сходимости” несобствен-
ного интеграла, который приходится вычислять,
может быть получено аналогично с использовани-
ем интегралов

I2m(x) =

∞
∫

x

sin t

t2m
dt, x > 0, m∈N,

которые вычисляются при m > 1 последовательно
по формуле

I2(m+1)(x) =

=
sin x

(2m + 1)x2m+1
+

cos x

2m(2m + 1)x2m
− 1

2m(2m + 1)
I2m(x)

(6.8)
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(выражение для I2(x) приведено выше).
6.4. Что касается вычисления значений элемен-

тарных и высших трансцендентных функций (три-
гонометрических, цилиндрических и др.), то ис-
пользуются формулы высокой точности, основан-
ные на специальных разложениях этих функций по
полиномам Чебышева, приведенные в уже упоми-
навшемся современном справочнике по аппрокси-
мации специальных математических функций [24].
В этом справочнике содержатся таблицы, приспо-
собленные для использования их на ЭВМ, в памяти
которых они занимают минимальный объем.

Эта работа была частично поддержана Между-
народной Соросовской программой поддержки об-
разования в области точных наук (ISSEP), грант №
APU051030
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