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Аннотация

Построены дискретные математические модели дифракции плоской монохроматической волны на идеально
проводящей бесконечно тонкой предканторовой ограниченной решетке и на периодической многоэлементной
решетке с предканторовым множеством лент на периоде. Изложение основано на разработанных одним из
авторов численно-аналитическом методе, позволившем свести все рассматриваемые задачи дифракции к
сингулярному интегральному уравнению первого рода на системе отрезков и его последующем численном
решении методом дискретных особенностей (МДО).

1. Введение

Предканторовыми множествами отрезков назы-
ваем системы отрезков L(n)(0, l), полученные по
принципу построения канторова множества на n-

ом шаге [1]: L(0)(0, l) = (0, l), L(1)(0, l) = (0,
l

3
) ∪

(
2l

3
, l), L(2)(0, l) = (0,

l

9
) ∪ (

2l

9
,
l

3
) ∪ (

2l

3
,
7l

9
) ∪ (

8l

9
, l)

и т.д.

Выберем декартову систему координат так, что-
бы решетка лежала в плоскости xOy, а ось Ox была
параллельна ребрам лент.

Предканторовой решеткой назовем множе-

ство точек

Π(n)(0, l) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ R, y ∈ L(n)(0, l), z = 0
}

.

Рассматриваются задачи дифракции электро-
магнитных волн на идеально проводящей предкан-
торовой решетке и на периодической решетке с
предканторовым множеством элементов на перио-
де.

Изучаются плоские задачи дифракции в случае,
когда зависимость электромагнитных полей от вре-
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Рис. 1. Предканторовы множества L(1)(0, l),
L(2)(0, l), L(3)(0, l).

мени дается множителем exp(−iωt), так что элек-
тромагнитное поле описывается двумя векторными
полями

~E = ~E(y, z), ~H = ~H(y, z).

В этом случае векторная задача дифракции (для
уравнений Максвелла) сводится к двум скалярным
задачам (для уравнения Гельмгольца), а именно:

• случай E-поляризации

~E = (Ex, 0, 0), ~H = (0,Hy,Hz)

и для единственной отличной от нуля состав-
ляющей вектора электрического поля Ex =
u(y, z) приходим к внешней задаче Дирихле
для уравнения Гельмгольца;

• случай H-поляризации

~E = (0, Ey, Ez), ~H = (Hx, 0, 0)

и для единственной отличной от нуля состав-
ляющей вектора электрического поля Hx =
u(y, z) имеем внешнюю краевую задачу Ней-
мана для уравнения Гельмгольца.

В случае ограниченной решетки полное поле в
обоих случаях ищем в виде суммы падающего под
углом α поля

uпад = eik(y sin α−z cos α),

k – волновое число, и рассеянного поля u = u(y, z),
которое представим в виде

u =

{
u+, z > 0, ”над” решеткой

u−, z < 0, ”под” решеткой

В случае периодической решетки изучается за-
дача дифракции плоской волны uпад = exp(−ikz)
(ортогонально падающей на плоскость решетки).
Здесь рассеянное поле – периодическая функция
координаты y:

u(y + 2l, z) ≡ u(y, z).

2. Задача дифракции

электромагнитной волны на

ограниченной решетке

2.1. Постановка задачи

Задача нахождения рассеянного поля в случае
E-поляризации приводит к краевой задаче Дири-
хле и в случае H-поляризации к краевой задаче
Неймана.

Функции u± удовлетворяет следующим услови-
ям:

1. уравнению Гельмгольца ∆u± +k2u± = 0, соот-
ветственно z > 0 и z < 0;

2. граничному условию:

u+
∣∣∣
z=0

= u−
∣∣∣
z=0

= −eiky sin α, y ∈ L

в случае E-поляризации,

∂u+

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

=
∂u−

∂z

∣∣∣
z=0

= ik cos αeiky sin α, y ∈ L

в случае H-поляризации,

где L =
m⋃

q=1
(aq, bq) ≡ L(n)(0, l);

3. условиям сопряжения:

u+
∣∣∣
z=0

= u−
∣∣∣
z=0

, y ∈ CL

и

∂u+

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

=
∂u−

∂z

∣∣∣
z=0

, y ∈ L ≡ R \ L;

4. условию излучения Зоммерфельда на беско-
нечности;

5. условию Майкснера на ребре.

Решения уравнения Гельмгольца u± ищем соот-
ветственно при z > 0 и z < 0 в виде:

u±(y, z) =

∞∫

−∞

c±(λ)eiλy∓γ(λ)z dλ

γ(λ)
;

в случае E-поляризации,

u±(y, z) =

∞∫

−∞

c±(λ)eiλy∓γ(λ)zdλ,

в случае H-поляризации, где

γ(λ) =
√

λ2 − k2,

и для выполнения условия излучения выбираем ту
ветвь радикала, для которой Reγ ≥ 0, Imγ ≤ 0.
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2.2. Парные интегральные

уравнения

Рассматриваемые краевые задачи естественно
приводят к парным интегральным уравнениям [2]:
в случае E-поляризации





∞∫
−∞

c(λ)eiλy dλ
γ(λ) = −eiky sin α, y ∈ L

∞∫
−∞

c(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL,

где c(λ) ≡ c+(λ) ≡ c−(λ), λ ∈ R подлежит опреде-
лению,
в случае H-поляризации





∞∫
−∞

c(λ)eiλyγ(λ)dλ = ik cos αeiky sin α, y ∈ L

∞∫
−∞

c(λ)eiλydλ = 0, y ∈ CL,

где c(λ) ≡ −c+(λ) ≡ c−(λ), λ ∈ R подлежит опре-
делению.

2.3. Сингулярные интегральные

уравнения

Введем в рассмотрение новые неизвестные функ-
ции

• F (y) =
∞∫

−∞

c(λ)eiyλdλ в случае E-поляризации;

• F (y) =
∞∫

−∞

iλc(λ)eiyλdλ в случае H-поляриза-

ции;

для выполнения условия на ребре будем рассмат-
ривать функции F в классе функций, сужение ко-
торых на интервалы (aq, bq) представляется в виде

F (x)
∣∣∣
(aq,bq)

=
Vq(x)√

(x − aq)(bq − x)

aq < x < bq, q = 1, ...,m,

где Vq(x), x ∈ [aq, bq] непрерывные по Гельдеру
функции.

Введем отображения

sp(t) =
bp − ap

2
t +

bp + ap

2
: (−1, 1) 7→ (ap, bp),

p = 1, ...,m

Обозначим vp(t) = F (sp(t))
√

1 − t2, t ∈ (−1, 1).
В работе [2] выведены сингулярные интеграль-

ные уравнения первого рода для искомых функции
vp(t), через которые по простым формулам выра-
жаются функции c(λ), λ ∈ R и рассеянные поля
u±(r, ϕ).

Системы сингулярных интегральных уравнений
рассматриваемых задач приводятся к виду:

в случае E-поляризации

1

π

1∫

−1

vp(t)

t − t0

dt√
1 − t2

+

m∑

q=1

1

π

1∫

−1

vq(t)Kp,q(t0, t)
dt√

1 − t2
=

− ik sin αeiksp(t0) sin α,

t0 ∈ (−1, 1), p = 1, ...,m;

− 1

π

bp − ap

2

1∫

−1

vp(t) ln |t − τp|
dt√

1 − t2
+

m∑

q=1

1

π

bq∫

aq

vq(t)Ppq(τp, t)
dt√

1 − t2
= −eiksp(τp) sin α,

τp ∈ (−1, 1), p = 1, ...,m,

где τp – фиксированные точки,

Pp,q(τ, t) =





iπ

2

bq − aq

2
H

(1)
0 (k|sp(τ) − sq(t)|),

q 6= p

bp − ap

2

[ iπ

2
H

(1)
0 (k|sp(τ) − sp(t)|)+

ln|t − τ |
]
, q = p;

Kp,q(t0, t) =





− ikπ

2

bq − aq

2
×

H
(1)
1 (k|sp(t0) − sq(t)|)×

sgn(sp(t0) − sq(t)), q 6= p

bp − ap

2

[ 1

sp(t0) − sp(t)
−

ikπ

2
H

(1)
1 (k|sp(t0) − sp(t)|)×

sgn(sp(t0) − sp(t))
]
, q = p;

в случае H-поляризации

1

π

1∫

−1

vp(t)

t0 − t

dt√
1 − t2

+

m∑

q=1

1

π

1∫

−1

vq(t)Kpq(t0, t)
dt√

1 − t2
=

ik cos αeiksp(t0) sin α,

t0 ∈ (−1, 1), p = 1, ...,m;

”Электромагнитные Явления”, Т.1, №4, 1998 г. 457



Варшавская Н.А., Гандель Ю.В.

1∫

−1

vp(t)
dt√

1 − t2
= 0, p = 1, ...,m,

где

Kp,q(t0, t) =





bq − aq

2
[K(sp(t0) − sq(t))+

1

sp(t0) − sq(t)

]
, q 6= p

bp − ap

2
K(sp(t0) − sp(t)), q = p;

K(ξ) =
∞∫
0

[γ(λ) − λ]
sin λξ

λ
dλ.

2.4. Дискретные математические

модели

Для построения дискретной математической мо-
дели используются интерполяционные квадратур-
ные формулы:

1

π

1∫

−1

P (t)
dt√

1 − t2
=

1

n

n∑

k=1

P (tnk ),

degP (t) ≤ 2n − 1;

1

π

1∫

−1

P (t)

t − tn0j

dt√
1 − t2

=
1

n

n∑

k=1

P (tnk )

tnk − tn0j

,

j = 1, ..., n − 1, degP (t) ≤ 2n;

1

π

1∫

−1

P (t) ln |t − a| dt√
1 − t2

=

− 1

n

n∑

k=1

P (tnk )

[
ln 2 + 2

n−1∑

s=1

1

s
Ts(t

n
k )Ts(a)

]
,

degP (t) ≤ n − 1.

Здесь P (t) – алгебраический полином;

tnk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, ..., n; tn0j = cos k

n , k =

1, ..., n − 1 – нули полиномов Чебышева, соответ-
ственно, Tn(t) и Un−1(t).

Искомые приближенные значения функции vq(t)
в узловых точках обозначим

vq,j = vq(t
nq

j ).

В случае E- поляризации обозначим

Ms,j
p,q = − ik

2

bq − aq

2

π

nq

|sp(t
np

0s ) − sq(t
nq

j )|
sp(t

np

0s ) − sq(t
nq

j )
;×

H
(1)
1 (k|sp(t

np

0s − sq(t
nq

j )|);

N j
p,q =





bp − ap

2

1

nq

[
ln 2+

2

np−1∑

s=1

1

s
Ts(t

np

j )Ts(τp)

]
+

1

np
Pp,p(τp, t

np

j ), q = p;

1

nq
Pp,q(τq, t

nq

j ), q 6= p;

имеем систему линейных алгебраических уравне-
ний для нахождения vq,j :





m∑

q=1

nq∑

j=1

vq,jM
s,j
p,q = −ik sinαeiksp(t

np

0s ) sin α,

s = 1, ..., np − 1, p = 1, ...,m;

m∑

q=1

nq∑

j=1

vq,jN
j
p,q = −eiksp(τp) sin α,

p = 1, ...,m.

В случае H-поляризации обозначим

Ks,j
p,q =

bq − aq

2

1

nq

[ 1

sp(t
np

0s ) − sq(t
nq

j )
+

K(sp(t
np

0s )) − sq(t
nq

j ))
]
,

имеем систему линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ)





m∑

q=1

nq∑

j=1

vq,jK
s,j
p,q = ik cos αeiksp(t

np

0s ) sin α,

s = 1, ..., np − 1, p = 1, ...,m;
np∑

j=1

vp,j = 0, p = 1, ...,m.

2.5. Алгоритм для численного

анализа математических

моделей

Обозначим

v = (v1,1, ..., v1,n1
, ..., vm,1, ..., vm,nm

)t.

В обоих случаях нужно решить СЛАУ, которую
запишем в матричном виде

Av = b

Обозначим µ0 = 0; µp =
p∑

s=1
ns, p = 1, ...,m.

Коэффициенты СЛАУ вычисляются по форму-
лам:
в случае E- поляризации
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as,j =





Ms−µp−1,j−µg−1

p,q , s = µp−1 + 1, ..., µp − 1,

j = µq−1 + 1, ..., µq, p, q = 1, ...,m;

N j
p,q, s = µp, j = µq−1 + 1, ..., µq, p, q = 1, ...,m;

bs =





−ik sinαe
iksp(t

np

0,s−µp−1
) sin α

,

s = µp−1 + 1, ..., µp − 1, p = 1, ...,m;

−eiksp(τp) sin α, s = µp, p = 1, ...,m;

в случае H-поляризации

as,j =





Ks−µp−1,j−µq−1

p,q ,

s = µp−1 + 1, ..., µp − 1,

j = µq−1 + 1, ..., µq, p, q = 1, ...,m;

1, s = µp, j = µp−1 + 1, ..., µp, p = 1, ...,m;

0, s = µp, j 6= µp−1,+1, ..., µp, p = 1, ...,m;

bs =





ik cos αe
iksp(t

np

0,s−µp−1
) sin α

,

s = µp−1 + 1, ..., µp − 1, p = 1, ...,m;

0, s = µp, p = 1, ...,m.

Обозначим d =
l

2 · 3n
; r1 = 1, rs+2j−1 = 2 · 3j −

r2j−1+1−s, s = 1, ..., 2j−1, j = 1, ..., n.
Для L = L(n)(0, l) используем следующие значе-

ния параметров m = 2n; sq(t) = d(t+ rq);
bq − aq

2
=

d; q = 1, ..., 2n.

2.6. Поля в дальней зоне

Для поля u± в произвольной точке (y, z), соот-
ветственно при z > 0 или z < 0, имеем выражение
непосредственно через решение соответствующего
сингулярного интегрального уравнения – функцию
F (ξ) (пункт 2.3):

u±(y, z) =
1

π

∫

L

Q±(y, z, ξ)F (ξ)dξ, (2.6.1)

где
• в случае E-поляризации

Q±(y, z, ξ) =
1

2

∞∫

−∞

eiλ(y−ξ)∓γ(λ)z dλ

γ(λ)
, (2.6.2)

• в случае H-поляризации

Q±(y, z, ξ) =

±
∞∫

−∞

1 − e−iλξ

2iλ
eiλy∓γ(λ)zdλ. (2.6.3)

Так что приближенные значения поля ũ∓ могут
быть вычислены по найденным значениям прибли-
женных решений сингулярных интегральных урав-
нений (пункт 2.4) с использованием квадратурной
формулы интерполяционного типа

ũ± =

m∑

q=1

bq − aq

2nq

nq∑

j=1

Q±(y, z, sq(t
nq

j ))vq,j . (2.6.4)

Если же нас интересует ”поле в дальней зоне” (при

kr À 1, где r =
√

y2 + z2), то можно избежать гро-
моздких вычислений интегралов (2.6.2) и (2.6.3),
ассимптотику которых получаем методом стацио-
нарной фазы.

Для наглядного описания поля в дальней зоне
вводят диаграммы направленности

D(ϕ) = lim
r→∞

u(r cos ϕ, r sinϕ)

ei(kr−π/4)/
√

kr
. (2.6.5)

• В случае E-поляризации имеем

D(ϕ) =
1

i
√

2π

∫

L

F (ξ)e−ikξ cos ϕdξ.

• В случае H-поляризации имеем

D(ϕ) =
i√
2π

sin ϕ

∫

L

F (ξ)
1 − e−ikξ cos ϕ

cos ϕ
dξ.

Используя интерполяционные квадратурные
формулы, получаем выражения для приближен-
ных значений D̃(ϕ) диаграмм направленности

• В случае E-поляризации:

D̃(ϕ) =

i

√
π

2

m∑

q=1

bq − aq

2nq

nq∑

j=1

vq,je
iksq(t

nq

j
) cos ϕ. (2.6.6)

• В случае H-поляризации:

D̃(ϕ) = −i

√
π

2
sinϕ

m∑

q=1

bq − aq

2nq
×

nq∑

j=1

vq,j
1 − e−iksq(t

nq

j
) cos ϕ

cos ϕ
. (2.6.7)

Численный анализ рассеянного поля на базе по-
строенной математической модели был проведен в
широком диапазоне значений параметров задачи.
Некоторые результаты приведены в пункте 4.
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3. Задача дифракции

электромагнитной волны на

решетке с предканторовым

множеством элементов на

периоде

3.1. Постановка задачи

На решетку

Π
(n)
2l =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ R,

y ∈
⋃

m∈Z

L(n)(−l + 2lm, l + 2lm), z = 0

}
,

состоящую из периодически повторяющейся си-
стемы бесконечно тонких идеально проводящих
лент, падает (ортогонально) плоская волна uпад =
exp(−ikz). Полное поле uполн ищем в виде:

• в случае E-поляризации

uполн = Ex =
{

e−ikz − eikz + u+, z > 0,

u−, z < 0,
(3.1.1)

• в случае H-поляризации

uполн = Hx =

{
e−ikz + u+, z > 0,

e−ikz + u−, z < 0,
(3.1.2)

здесь

u±(y + 2l, z) ≡ u±(y, z), z > 0 или z < 0, (3.1.3)

2l – периодические функции по переменной y, ко-
торые удовлетворяют уравнению Гельмгольца, со-
ответствующим граничным условиям ”на лентах”,
условиям сопряжения ”на щелях”, условиям ”из-
лучения” по переменной z и условиям на ребрах.
Ищем 2l-периодические решения уравнения Гельм-
гольца в виде рядов Фурье по переменной y:

u± =
∞∑

n=−∞

C±
n eiλny∓γ(λn)z, z > 0 или z < 0,

(3.1.4)

где λn =
πn

l
, функция γ(λ) определена в конце

пункта 2.1, а коэффициенты C±
n подлежат опреде-

лению.

Вводя безразмерные переменные

κ =
kl

π
, ξ =

πy

l
, ζ =

πz

l
,

перепишем (3.1.4) в виде

u±

(
l

π
ξ,

l

π
ζ

)
=

∞∑

n=−∞

C±
n einξ∓γnζ , ζ > 0 или ζ < 0,

(3.1.5)

где γn =
√

n2 − κ
2, Reγn ≥ 0, Imγn ≤ 0.

Рассмотрение достаточно вести на периоде ξ ∈
[−π, π].

Обозначим

CL = L(n)(−π, π), L = [−π, π] \ L(n)(−π, π).

3.2. Парные ряды Фурье

• Случай E-поляризации

Граничные условия на идеально проводящих
лентах и условия сопряжения на щелях в без-
размерных переменных имеют вид:

u+

∣∣∣∣
ζ=0

= u−
∣∣
ζ=0

= 0, ξ ∈ CL, (3.2.1)

u+

∣∣∣∣
ζ=0

= u−
∣∣
ζ=0

, ξ ∈ L, (3.2.2)

−2iκ +
∂u+

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

=
∂u−

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=0

, ξ ∈ L. (3.2.3)

Из (3.2.1) и (3.2.2) следует, что u+
∣∣
ζ=0

= u−
∣∣
ζ=0

для всех ξ ∈ [−π, π], так что в (3.1.5) и условия
сопряжения (3.2.3)

C+
n = C−

n ≡ Cn, n ∈ Z.

Подставляя представления (3.1.5) в граничное
условие (3.2.1), приходим к парному ряду Фу-
рье — парному сумматорному уравнению для
определения неизвестных коэффициентов Cn,
n ∈ Z :

∞∑

−∞

Cneinξ = 0, ξ ∈ CL, (3.2.4)

∞∑

−∞

Cnγneinξ = −iκ, ξ ∈ L. (3.2.5)

Условие, которое обеспечивает единственность
решения парного уравнения, вытекает из усло-
вия на ребре и будет сформулировано ниже
в терминах однозначной разрешимости сингу-
лярного интегрального уравнения эквивалент-
ного парному уравнению (3.2.4-3.2.5).
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• Случай H-поляризации

В этом случае граничные условия и условия
сопряжения имеют вид (в безразмерных пере-
менных)

∂u+

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

=
∂u−

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

= iκ, ξ ∈ L, (3.2.6)

∂u+

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

=
∂u−

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

, ξ ∈ L, (3.2.7)

u+
∣∣
ζ=0

= u−
∣∣
ζ=0

, ξ ∈ L. (3.2.8)

Из (3.2.6) и (3.2.7) следует, что
∂u+

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

=

∂u−

∂ζ

∣∣∣
ζ=0

для всех ξ ∈ [−π, π], так что в (3.1.5)

C+
n = −C−

n ≡ Cn, n ∈ Z.

Для определения этих неизвестных коэффици-
ентов подставим представления (3.1.5) в гра-
ничное условие (3.1.4) и условие сопряжения
(3.2.6), таким образом, приходим к парному
сумматорному уравнению

∞∑

−∞

Cneinξ = 0, ξ ∈ L, (3.2.9)

∞∑

−∞

Cnγneinξ = −iκ, ξ ∈ CL. (3.2.10)

3.3. Сингулярные интегральные

уравнения

В этом пункте парное сумматорное уравнение
(3.2.4-3.2.5) сведено к сингулярному интегрально-
му уравнению на системе отрезков методом пред-
ложенным и развитым в работах [3,4].

Введем в рассмотрение новую неизвестную
функцию

F (ξ) ≡
∞∑

n=−∞

inCneinξ, ξ ∈ [−π, π]. (3.3.1)

Из (3.2.4) следует, что

F (ξ) = 0, ξ ∈ CL (3.3.2)

и, с учетом этого, из (3.3.1) выражаем все искомые
коэффициенты кроме C0 через F (ξ):

Cn =
1

2πin

∫

L

F (ξ)e−inξdξ, n 6= 0. (3.3.3)

Для C0 из (3.2.4) при ξ = π получаем выраже-

ние C0 =
∞∑

n=−∞
n6=0

(−1)n−1Cn, подставляя в которое

выражения для Cn, n 6= 0 (3.3.3), находим

C0 = − 1

2π

∫

L

ξF (ξ)dξ. (3.3.4)

Переходя к выводу сингулярного интегрального
уравнения для искомой функции F (ξ), ξ ∈ L, пе-
репишем уравнение (3.2.5) в виде

∞∑

n=−∞
n6=0

|n|Cneinξ+

∞∑

n=−∞
n6=0

[γn − |n|]Cneinξ − iκC0 = −iκ (3.3.5)

и выразим каждую из сумм, стоящих в левой части
(3.3.5) через, F (ξ), ξ ∈ L.

Используя представление (3.3.3) для коэффици-
ентов Cn, n 6= 0, после несложных преобразований
находим

∞∑

n=−∞
n6=0

[γn − |n|]Cneinξ =

1

π

∫

L

G(θ − ξ)F (θ)dθ, (3.3.6)

где

G(ψ) = κ
2

∞∑

n=1

sinnψ

n(γn + n)
.

Для выражения первой суммы в левой части
уравнения (3.3.5) через F (ξ), ξ ∈ L, воспользуем-
ся преобразованием Гильберта

(Hf)(x) =
1

2π

π∫

−π

ctg
ξ − x

2
f(ξ)dξ. (3.3.7)

Применяя оператор H, из (3.3.1) с учетом (3.3.2) и,
используя известные соотношения

H : einξ 7→ i
|n|
n

einx, n ∈ Z, n 6= 0,

находим

∞∑

n=−∞
n6=0

|n|Cneinξ = − 1

2π

∫

L

ctg
θ − ξ

2
F (θ)dθ. (3.3.8)

Подставляя выражения (3.3.8), (3.3.6) и (3.3.4)
в уравнение (3.3.5), получаем сингулярное инте-
гральное уравнение относительно искомой функ-
ции F (ξ), ξ ∈ L:
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1

π

∫

L

F (ξ)dξ

ξ − x
+

1

π

∫

L

K(ξ − x)F (ξ)dξ = iκ, x ∈ L (3.3.9)

K(x) =

(
1

2
ctg

x

2
− 1

x

)
+ G(x) +

iκ

2
x.

Множество L есть объединение непересекающих-
ся отрезков

L =

m⋃

q=1

(αq, βq), −π < α1 < β1 < ... < αm < βm < π.

Из уравнения (3.2.4) следует

βq∫

αq

F (ξ)dξ = 0, q = 1, ...,m. (3.3.10)

При этих дополнительных условиях ищем реше-
ние сингулярного интегрального уравнения (3.3.9)
в классе функций F (ξ), ξ ∈ L, сужение которых на
составляющие L отрезки преставляются в виде:

F (ξ)
∣∣∣
(αq,βq)

=
Vq(ξ)√

(ξ − αq)(βq − ξ)
,

q = 1, ...,m, (3.3.11)

где Vq(ξ), ξ ∈ [αq, βq] непрерывная по Гельдеру
функция. При этом выволняются условия Майкс-
нера на ребре. Далее, вводя как в пункте 2.3, отоб-
ражения Sp : (−1, 1) 7→ (αp, βp),

Sp(t) =
βp − αp

2
t +

βp + αp

2
, p = 1, ...,m

сводим сигнулярное интергальное уравнение на си-
стеме отрезков (3.3.9) к системе сигурялных инте-
гральных уравнении на отрезке (−1, 1):

1

π

1∫

−1

vq(t)

t − t0

dt√
1 − t2

+

m∑

p=1

1

π

1∫

−1

Kq,p(t0, t)vp(t)
dt√

1 − t2
= iκ,

q = 1, ...,m, (3.3.12)

где

Kq,p(t0, t) =




βp − αp

2

[
K(Sp(t) − Sq(t0)) +

1

Sp(t) − Sq(t0)

]
, p 6= q;

βq − αq

2
K(Sq(t) − Sq(t0)), p = q;

p, q = 1, ...m;

vp(t) =
√

1 − t2F (Sp(t)), p = 1, ...,m,

с дополнительными условиями

1∫

−1

vq(t)dt√
1 − t2

= 0, q = 1, ...,m. (3.3.13)

Дискретизация системы сингулярных интеграль-
ных уравнений с дополнительными условиями (за-
дача (3.3.12)-(3.3.13)) проведена по МДО (см.
пункт 2.4) [4,5], строгое обоснование применненно-
го численного метода (МДО) дано в работах [6,7].

Замечение. Парное сумматорное уравнение
(3.2.4)-(3.2.4) сводится к системе сингулярных ин-
тегральных уравнений вида (3.3.12) с дополнитель-
ными условиями (3.3.13), если рассматривать пар-
ное уравнение на периоде [0, 2π].

3.4. Дискретная математическая

модель

Для вычисления амплитуды рассеяных и ди-
фрагирагированных волн C±

n , |n| < κ в форму-
ле (3.1.4), в предположении, что амптитуда пада-
ющего поля равна единице, воспользуемся форму-
лами для Cn , выписанными в пункте 3.3, формулы
(3.3.4) и (3.3.3).

Приближенные значения соответствующих ам-
плитуд находим, используя приближенные значе-
ние vp,j решений vp(t) системы сингулярных ин-
тегральных уравнений (3.3.12) с дополнительными
условиями (3.3.13) в узловых точках t

np

j , примен-
ненных (при дискретизации) квадратурных фор-
мул интерполяционного типа (см. пункт 2.4).

Имеем (для рассмотренного случая E-
поляризации) дискретные модели формул ком-
плекных амплитуд:

C0 =

m∑

p=1

αp − βp

4np

np∑

j=1

vp,jSp(t
np

j ), (3.4.1)

Cn =
1

2πni

m∑

p=1

βp − αp

2np

np∑

j=1

vp,je
−inSp(t

np

j
),

0 < |n| < κ, (3.4.2)

(остальные слагаемые в (3.1.4), когда |n| > κ, экс-
поненциально убывают при |z| → +∞).
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4. Некоторые результаты

численного эксперимента

Ниже приведены диаграммы направленности
рассеянного предканторовой решеткой Π(N)(0, l)
поля плоской монохроматической волны, падаю-
щей под углом α = 450, при l = 1.

Далее N – порядок предканторовой решетки, m
– количество лент, k – волновое число, Q = |D̃(ϕ)|.
Рисунки 2-3 случай E-поляризации. Рисунки 4-5
случай H-поляризации.

• случай E-поляризации

Рис. 2. N = 5, m = 32, k = 10.

Рис. 3. N = 5, m = 32, k = 30.

На рисунках 6-7 приведены совмещенные графи-
ки модулей амплитуд рассеянных волн в случае

ортогонально падающей на решетку Π
(N)
2l с пред-

канторовым множеством элементов на периоде при
l = 1.

Предложенный в настоящей работе подход поз-
воляет исследовать частотные характеристики
предканторовых решеток в широком диапазоне
значений параметров как решетки так и падающе-
го поля.

• случай H-поляризации

Рис. 4. N = 5, m = 32, k = 10.

Рис. 5. N = 5, m = 32, k = 30.
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• Модули амплитуд рассеянных волн,

случай E-поляризации

Рис. 6. Порядок предканторова множества на пе-
риоде N = 3.

Рис. 7. Порядок предканторова множества на пе-
риоде N = 4.

Список литературы

[1] Федер Е. Фракталы -М.: Мир. - 1991. - 260 с.

[2] Гандель Ю.В. Метод парных и сингулярных ин-
тегральных уравнений в задачах дифракции на
ограниченных решетках // Электромагнитные
явления - Харьков: ИЭМИ. - 1998. - Т. 1, - N 2,
-С. 220-232.

[3] Гандель Ю.В. О парных рядах Фурье некото-
рых смешанных краевых задач математической
физики // Теория функция, функциональный
анализ и их приложления - Харьков: Вища шко-
ла. - 1982. - Вып. 38. - С. 15-18.

[4] Гандель Ю.В Метод дискретных особенностей
в задачах электродинамики // Вопросы кибер-
нетики - М: Изд-во АН СССР. - 1986. - N 124. -
С. 166-183.

[5] Белоцерковский С.М., Лифанов И.К. Числен-
ные методы в сингулярных интегральных урав-
нениях -М.: Наука. - 1985. - 256 с.

[6] Гандель Ю.В., Еременко С.В., Полянская Т.С.
Математические вопросы метода дискретных
токов. Обоснование численного метода дискрет-
ных особенностей решения двухмерных задач
дифракции электромагнитных волн - Харьков.
ХГУ. - 1992. - 145 с.

[7] Гандель Ю.В., Лифанов И.К., Полянская Т.С.
К обоснованию метода дискретных особенно-
стей в двухмерных задачах дифракции // Диф-
ференциальные уравнения. - 1995. - Т. 31, N 9.
- С. 1536-1541.

464 ”Электромагнитные Явления”, Т.1, №4, 1998 г.


